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本讲要点

假设，检验统计量，显著水平，功效

两种假设下的统计检验

纽曼-皮尔森引理

如何构造一个检验统计量

Fisher甄别函数与神经网络

检验拟合优度，P-值定义与应用

信号观测的显著程度

皮尔逊的 2 检验
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概率与统计

统计的含义可以通过比较概率理论来理解

概率 统计(参量测定与假设检验)

从理论到数据 从数据到理论

通过计算某些可观测
量(例如，平均值，分
布等)来给出预期的实
验分布。

例如：若宇称守衡，
对一特定衰变分布有
什么影响？

进行所谓的假设检验，比较理论预
期的参量值或分布。从观察的实验
数据中给出所研究参数的观测值和
误差，并且在某一置信水平上检验
理论的正确与否。

例如：观测到一特定衰变分布，是
否可以断定宇称守衡？
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统计分析的目标

假设检验 参数拟合

检验数据是否与某一
特定理论相符(注意，
该理论可包含一些自
由参数）。

利用数据确定自由参
数的大小。

相符的程度由显著水
平来表示。

参数的准确程度由对应
的误差大小来表示。
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中微子振荡假设检验

振荡假设符合概率：37%

无效假设符合概率：0.07%

利用加速器把中微子射往远处的探测器，观察有多少中微子发生了形态
上的改变，即所谓的加速器中微子振荡实验

2 2 2( ) 1 sin (2 )sin (1.27 )
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日本K2K实验
L=250 km

美国MINOS实验
L=700 km

美国实验证实了日本实验而且实验精度更高。

Phys.Rev.D74,072003(2006)
Phys.Rev.Lett.97,191801(2006)

无效假设

振荡假设
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假设检验

1 2 3
; ; " " ;x x x  


产生的带电粒子数 粒子的平均横动量 产生的 喷注 数目
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这里 服从在 维空间的某些与产生事例类型有关的联合概率

密度函数 例如 正负电子对撞 原子核与原子核碰撞 等等。那么

这些联合的概率密度函数 取决于采取何种假设。

等等

1 2   ( , ,..., )

 

,  nx x x x


假如测量结果为 例如:正负电子对撞后所产生的事例

中,对于每个事例,有下列测量量

   );( :

 )( :

含未定参数复杂假设

无未定参数简单假设

xf

xf




。xt

，

，

，x

成为精简后的数据样本使得

力的条件下不失去甄别各种假设能

在验常常构造低维的统计检因此

问题维的通常情况下很难处理多

)( 

,

  





0 1   ( | ), ( | ),...t g t H g t H那么此时的统计量 具有概率密度函数
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拒绝域、第一与第二类误差

0 1

0

, ,.  ( | ) ( | .

, 

) .t g t H g t H

H  t 

考虑统计检验量 服从

定义拒绝域 使得 假设为真时，不大可能

发生

)|( 0Htg
)|( 1Htg

接受H0 拒绝H0





cutt

dtHtg )|( 0

 


cutt

dtHtg )|( 1 (1- =功效)

(显著水平)

)(tg

t

cutt

cuttt，  例如，在上述情况下

0

0

  ,,  obst H

H

如果观测量 在拒绝域时拒绝

否则接受 。

0 ,H假若 为真 但被拒绝的 第可能性构成 一类误差

0 1,H H假若接受 但实际情况却是 为真的可能性构成第二类误差
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例子:选择不同粒子
一束包含K/ 粒子的束流穿过2厘米厚的闪烁体，根据电离能损的大小
可以用来进行粒子鉴别。构造能量沉积测量量 t，并假设只有两种可能

K



H0=  (信号)
H1= K (本底)

t  
g

(t
)

tcut

1( | )g t H

0( | )g t H通过要求 t<tcut 来选择  粒子，
选择效率为

( | ) 1

( | )

cut

cut

t

K
t

g t dt

g t K dt

  

 





  

 





松选择：效率很高，但 K 本底高；
严选择：信号样本纯，但效率低。

 的份额 a 可从 t 分布估计 ( ; ) ( | ) (1 ) ( | )f t a a g t a g t K    
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粒子鉴别的概率问题
对于一个具有测量值 t 的粒子，如何估计是 K 还是  的概率？

)|()|(
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)|(

)|()|(

)|(
)|(














tgaKtga
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tKh

K

K

K







贝叶斯定理

通常情况下，需要给出选择样本的纯度

( | ) ( | ) ( )( )

( ) [ ( | ) (1 ) ( | )] ( )

  ( ,  ] 

cut cut

cut cut

t t

cut

t t

all cut

cut

a g t dt h t f t dtN t t
p

N t t a g t a g t K dt f t dt

t




 

 





 

 


  

  

 

 

 
粒子在区间 的概率 注意: h(|t) 有时会被

解释为检验统计量。

对于贝叶斯论者：上式为粒子是 K 或  的可信程度

对于频率论者：给定 t 条件下，粒子是 K 或  的比率

两种解释
均有道理
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纽曼- 皮尔森引理与拒绝域

考虑一个多维检验统计量 t=(t1,…,tm) ，有信号假设 H0 与本底假设 H1 。

问题：如何选择一个最佳的拒绝域或者 cut？

纽曼-皮尔森引理：在给定效率条件下，要得到最高纯度的信号样本，或
者在给定的显著水平下得到最高的功效，可以选择下列接受域来实现

用以决定效率的常数
)|(

)|(

1

0  c
Htg

Htg




对于不含未定参量的最优化一维检验统计量，

)|(

)|(

1

0

Htg

Htg
r 



 简单假设 H0 与 H1 的似然之比

实际应用中，r 最好是单值函数。
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实验中拒绝域的选取

Phys. Rev. D77，052003（2008）

拒绝域

拒绝域

拒绝域

统计检验量

较难！

较易！

较易！

信号：本底
本

底
数

目

信
号

的
相

对
效

率
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如何构造一个检验统计量

根据纽曼-皮尔森引理，为了选择事例，可选择拒绝域

),...,( 1 nxxx 


)|(

)|(
)(

1

0

Hxf

Hxf
xt 



 问题：如何知道这两个不同假

设下的概率密度函数？

实际应用中，可以利用蒙特卡罗方法模拟物理过程与探测器响应，通过
产生大量的样本，可以近似地得到上述概率密度函数的表达方式。

)|(

)|(

1

0

Hxf

Hxf




在只考虑两种可能性的情况下，对于每个事例，测量

。M

，

M。n

x，

n单元数为

则总为每个分量的区间数

如果维直方图并填入

测量量得到对每个事例



,   


分别产生信号

与本底事例,并

经过探测器模拟

但是如果 n

太大时，实
际运用会很
困难。
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例子:蒙特卡罗近似求二维p.d.f.

M.C.

M.C.
函数曲面

分格子 统计每个格子的频数 近似的二维函数

如两者不相关 两个一维边缘分布 ( , ) ( ) ( )f x y f x f y
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线性检验统计量

1

( )
n

T

i i

i

t x a x a x


 
  

拟设：

0 1( | ), ( | )a g t H g t H


给定一个 ，可以得到相应的概率密度函数 

0 1 ( | ) ( | ) a g t H g t H


通过选择 最大 地区分 与 的目的。

当维数 >2时，用蒙特卡罗法找出多维概率密度函数依然较复杂。假设
每一维研究均需要分M 个区间，对于n-维问题，需要M n 个格子方能将
密度度函数近似确定下来。为了简化处理此类问题，可以采用拟设的方
法给出包含少量参数的检验统计量形式，通过确定参数(例如采用蒙特
卡罗方法)，最大限度地区分 H0 与 H1。

(即把测量量做线性叠加)

必须定义所谓的区分量或甄别量。

不同甄别的定义会导致在确定系数中有不同的规则，因此
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例子：对长寿命 K 介子的鉴别

Eur.Phys.J.C10，1（1999）

把一个2-维甄别问题
简化为一维甄别问题。

 为常数，其余为实验观测量

0

LK
h–

利用KL
0粒子

不受磁场影
响而且较少
发生电磁簇
射的特点把
它和带电强
子区分开来。

强子量能器

电磁量能器
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对不同假设下的均值与方差要求
对已有的测量量，我们可以计算对应的期待值与协方差

( ) ( | )                                            0,1 ( )

( ) ( ) ( ) ( | )           , 1, ...,  ( )

k i i k

k ij k i k j k

x f x H dx k

V x x f x H dx i j n x



 

 

   





 

  
假设

分量

2 2

( ) ( | )

( ( ) ) ( | )

T

k k k

T

k k kk

t x f x H dx a

t x f x H dx a V a

 



 

  



 

    

    

2 2

0 1 0 1

 p

,

dfs 

   要求大的 与小的

使得 分布集中在均值附近。

( ) ,  t x


类似地 我们还可以导出计算 平均值与方 差的公式

0 1 0 1
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Fisher 甄别函数的定义
Fisher 定义了一个甄别法

 




2

1

2

0

2

10 )(
)(


aJ
 0 1 0 1

, 1 , 1

( ) ( )
n n

T

i j i j i j ij

i j i j

a a a a B a Ba   
 

     
 

0 1

, 1

( )
n

T

i j ij

i j

a a V V a Wa


  
 

则

( )
T

T

a Ba
J a

a Wa


 


 

令 0




ia

J 1

0 1( )   ( )a W   
  

证明见习题

因此定义了可求极值的Fisher 线性甄别函数 J。
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求Fisher 甄别函数的最大值





n

i

ii xaaxt
1

0)(


用任意标度和偏置 a0 去固定 0，1

  
2

0

2

1

2

11

2

00 ])[(])[(  tEtE

与假设对应的期待值

)  (t x


若将 写成

 
2

0 1

2 2

0 1

 ( )  , J a
 


 


求 的最大值 意味着要将下式最小化

 Fisher  ( ) J a


求 函数 的最大值就是以后介绍的最小二乘法原理中的一种。
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高斯分布下Fisher 甄别量特点

0


1


为假设H0的均值 为假设H1的均值

而且，两者的协方差矩阵为 V0 =V1 V

含偏置的 Fisher 甄别量为 xVaxt T  1

100 )()(  

利用前面所述的似然比对给定效率条件下的最大纯度

1 10
0 0 1 1

1

( | ) 1 1
exp ( ) ( ) ( ) ( )

( | ) 2 2

T T

t

f x H
r x V x x V x

f x H

e

     
        

 




       



t  log(r) + 常数 (单调变化)
Fisher 甄别量
与似然比等效。

如果不是多变量高斯分布，上式不成立。

 ( | )kf x H


假设 是多变量高斯分布，具有平均值
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验后概率与逻辑函数

0 0
0

10 0 1 1

0

( | ) ( ) 1
( | )

( )( | ) ( ) ( | ) ( )
1

( )

f x H P H
P H x

P Hf x H P H f x H P

r

H

P H

 







 

贝叶斯定理

选择恰当的偏置a0，利用高斯分布下

Fisher甄别量的特点，上式可写为

)(
1

1
)|( 0 ts

e
xHP

t









也就是所谓的“逻辑”函数 t
s(

t)

  x


具有相同协方差矩阵的多变量 还可给出 的简单表达验后概率 式，

例如

验前概率
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非线性检验统计，神经网络(一)





n

i

ii xaasxt
1

0 )()(
 1( ) (1 )us u e

激活函数

  



nx

x

x

.

.

2

1

输入层

)(xt 输出节点(可以有多个)

( )S t x


是单层的感知器。 是单调的,因 性的 此等效于线

如果不同假设下得到实验观测量的概率密度函数 与 不是高

斯或无共同的协方差矩阵，Fisher甄别方法不再适用。此时可以采用更

为一般的所谓神经网络方法

0( | )f x H


1( | )f x H


假设统计检验量
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多层感知器的神经网络
推广到多层感知器

nx

x

x

.

.

2

1

)(xt

隐含层

输出定义为

)]([)(
1

0 xhaasxt i

n

i

i







上一层节点函数可写为





n

j

jijii xwwsxh
1

0 )()(


,i ija w 为权重或者联结强度。

越多节点
神经网络越接
近优化的 )(xt

但需要定更多的参数!
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神经网络中的误差函数最小化
参数取值通常根据误差函数的最小化结果来决定

])[(])[( 2)1(

1

2)0(

0 ttEttE 

这里 t(0)，t(1) 为目标值，例如选 0 和 1 的逻辑  函数值

实际应用中，通常以蒙特卡罗的训练样本平均值来取代期待值。

(调整参数值=神经网络的学习过程)

在核物理与粒子物理研究中，是通过定义信号与本底两个样本，从样本

中给出每个事例的相关测量量(例如，动量，飞行时间…)，然后直接调

用欧洲粒子物理实验室(CERN)提供的物理分析软件包ROOT(基于
C++)PAW(基于Fortran)，得到训练后的参数与输出量，并将它们
用于待分析的事例来决定其是本底还是信号。具体应用参见下列网站

ROOT用户：http://root.cern.ch/root/html/examples/mlpHiggs.C.html

PAW 用户：http://paw.web.cern.ch/paw/mlpfit/pawmlp.html
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例子：用神经网络甄别中子信号
为了在一个5万吨水的超级神冈实验探测
器上探测中子信号，进行了如下实验

νe + p → e+ + n

n + p → …… → n + p → d + γ(2.2 MeV)

[Am/Be]

α+ 9Be → 12C* + n
12C* → 12C + γ(4.4 MeV)

n + p → …… → n + p → d + γ(2.2 MeV)

Delayed

Prompt

~ 200 μs

Delayed

Prompt

希望在纯水中观测到中子被水俘获的现象。已知数据中有大
量包括诸如光电倍增管噪音的本底。
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神经网络输入量与甄别量

神经网络
输出量

神经网络
输入变量

选择拒绝域使得信
噪比与效率最大。

本底 信号
Cut?
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从神经网络输出量中甄别中子

蒙特卡罗模拟信号样本
无中子信号的本底样本
含中子信号的样本

神经网络输出量

归
一

化
的

事
例

数
比

例



25/03/2009 27

神经网络甄别后的中子信号

在本底无中子信号
数据中看不到体现
中子被水中的氢原
子俘获的寿命特征

在含中子源信号的
数据中看到了体现
中子被水中的氢原
子俘获的寿命特征
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关于神经网络的输入变量问题

问题：是否输入量越多越好？

较少的输入量 较少的可调参数

在有限的样本中，参数可以得到很好的确定

如果输入量之间中有很强的相关情形，应只保留一个。

如果输入量对甄别无太大影响，应弃之。

避免输入量和要研究的信号特征量相关联。

 ( | ),f x H


神经网络利用了较高阶矩的联合概率密度函数 它们也许在

训练的样本中找不到较好的模型来描述

,   ( )t x


最好简化 只要它还能恰当地描述样本。
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Fisher方法与神经网络

Fisher 方法只适用于用线性方法构造统计量。
神经网络在应用上更具有普遍性和更大的甄别能力。

有研究表明，同等本底大小的情况下，神经网络有时能使效
率增加15%。参见 arXiv:hep-ex/0107075

本底数据
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极端情况下的拟合优度检验

任意投掷一枚硬币，结果为正面与反面的概率都是0.5。

如果有人声称对此进行了检验。投了20次，得到了17次正
面的结果。那么能否断定得到正面的概率应该是

0.85 0.08hp  

也就是说与预期值 0.5 有 4 个标准偏差呢？

问题：理论上允许这样的极端情况出
现吗？ 或者说与这样一种极端情况
相等或更高的概率有多大？

前面讲了统计检验的甄别问题，但在实际情况中还要处理极
端情况下无效假设的拟合优度检验问题。
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例子：粒子鉴别中常遇到的问题

带电粒子动量粒
子

在
每

单
位

长
度

介
质

中
的

能
量

沉
积

如果观察到的实验点在
此区域，它们是什么？
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检验拟合优度

ix

jx

x H

更加与 不相符

obsx


观测数据 

x H


在 与 之间有等同符合程度曲面

1 2 ,..., ) ( | )nH x x x x f x H
 

如果假设 对数据中的一部分矢量 给出了预言（ ， 。

-

?

obsx x H
 

我们在 空间观察到一个点: 。从数据来看，对假设 的正确与否

会得出什么样的结论呢

obsx x

H

 
需要决定 -空间中哪一部分比观测点

更能代表与假设 的不相符。

x H

更加与 相符

为了达到此目的„
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检验统计量与拟合优度

小的 t

 

 ( | )

 ( | )

f x H H

t g t H


由于概率密度函数 已知，因此在 假设条件下检验统计

量 的概率密度函数 是完全可以确定。

数据与 H 更不符合

( )t x x H
 

通常需要构造统计检验量 ，它的大小可以反映出在 与 之间

符合的程度。例如

大的 t

数据与 H 更符合

2

( / ) ( / )
Theo Obs

K K
dE dx dE dx

t


 
  
 
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P-值定义

将拟合优度用P-值表示 (也称为观察的显著水平或置信水平)

注意: 这不是 H 为真的概率。

在经典统计学上，我们从不涉及 P(H) 。




dHHHtP

HHtP
tHP

)()|(

)()|(
)|(




(H):H 的先验概率

对所有可能性进行归一化积分

=  ( ) ( )obs obsx t x x tP x

H

   
观察到实验数据 或 像 或 一样，

与假设 具有相同或较小符合程度

     

的概率。

而在贝叶斯统计理论中，则把 H 当成了随机变量，并利用贝叶斯定理
得到
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P-值与假设检验

如果 H 为真，则对于连续的 ，P 在[0,1]范围内均匀分布.x


在P-值定义中不涉及别的假设。

根据 P-值的定义，对 H 假设拟合优度的检验可以通过计算P-值的大小
来完成。但是应注意以下两点：

P-值是一个随机变量。前面的显著水平在检验时已经被指定为常数。

如果 H 非真，则 P 的概率密度函数通常很接近零。

例如，在闪烁体叠层中根据每
一层测量的电离能损，并与利
用测量轨迹长度与不同粒子假
设估计出的电离能损进行比较，
可以计算 P-值进行 / 粒子
鉴别。

Phys. Rev. D77，052003（2008）
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例子:拟合优度检验

投 N 次硬币，观察到 nh 次头朝上的概率服从二项式分布：

hh nN

h

n

h

hh

hh pp
nNn

N
Npnf





 )1(

)!(!

!
),;(

假设H：硬币是公平的(朝上的 ph = 朝下的 pt = 0.5)

| / 2 |ht n N 

投 N=20 次硬币，观察到17次头朝上，则 |17 20 / 2 | 7obst   

在 t-空间中，具有相同或较少符合的区域为

8

( / 2) 7

( 0,1,2,3 17,18,19,20, ) 0.0026

h

h i

i

t n N

P P n f


  

    值

取拟合优度检验统计量
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拟合优度检验中的问题

问题:当 P-值等于0.0026,是否意味着 H 假设是错的?

P-值并不回答此问题。它只是给出与观察到的结果一样，

与 H 假设不符或者高于 H 假设( ph=pt=0.5 )的概率。

P-值=“偶然”得到如此奇怪结果的概率

一种实用的检验方法是在同样的假设下，产生同
样数目的事例足够多次。检查如此奇怪的结果发
生的概率是否与P-值相当。
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观测到一个信号的显著程度

假设观测 n 个事例，包含了

nb=已知过程(或本底)的事例数

)(

!

)(
),;( bse

n
nP

n

bs
bs


 



如果b=0.5 ，而且观测到 nobs=5 可否就此声称该迹象为新的发现？

假设 H：s=0，即只有本底过程出现。

ns=新过程(或信号)的事例数

b s b s b s

b s

n n n n n 

  

 

 

如果 ， 服从泊松分布，均值为 ， ，它们之和 也是

服从泊松分布，均值为 ：

也就是所谓的“无效假设”
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观测到一个信号的显著程度(续)

1

0

4

( )

( ; 0, )

1
!

1.7

( ( 0)!)

10

obs

obs

b

obs

s b

n n

n n

b

s

n

P

P

P n n

P n

e
n





















 

 







 









值

对应的P-值

给出了得到这种极
端结果的概率：虽
然很小但不为零！
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潜在的问题之一

一个误导读者但又常常被使用的结果表示…

4.5 2.2s obs bn   的估计值：

信号

即与零有两倍的标准偏差

 5s obsn 对 估计时得到：

2.2 n n 估计 的标准偏差为：

实际想要的是：均值 b=0.5的泊松变量给出观测量大于 5 概率是多少？

概率为1.7×10-4

但上面的结果表示隐含了均值为4.5， = 2.2的高斯变量给出零或更少
的概率：

“观测的信号”

2
0

2

1 ( 4.5)
exp 0.021

2 2.22 2.2

x
dx



  
 

  


如果s >>1，没有问题，即 n 服从高斯分布。
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潜在的问题之二

实际问题中会涉及系统误差，例如b=0.8，则概率变为

1

0

3

- ( 5; 0.8, 0)

( ; 0.8, 0)

1
!

1.4 10

obs

obs

b

b s

b s

n n

n n

b

n

P P n

P n

e
n



 

 














   

  

 

 





值

建议给出与 b 合理变化相对应的P-值范围

虽然本底只增大
了0.3，但却比

b=0.5 时小了一
个量级。
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信号峰的显著性

假设我们不但测量了总的事例数，还测量了每个事例对应的不变质量。

频
数

不变质量

信号峰

在显示信号峰的两个区间，有11个
事例，本底估计为b=3.2

4100.5)0;2.3;11(  sbnP 

Q1：在哪寻找信号峰？

计算任何两相连区间的P-值

Q2：信号宽度与分辨率相符吗？

将区间增大至分辨率的几倍

Q3：信号峰是人为制造出来的吗？

调整选择条件，分析新数据
…

Qn：能发表信号峰结果吗？

观察到的实验数据与期待本底
大小的直方图，每个区间是泊
松分布的一个变量。
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例子：(2230)的观测

陈老师也是
作者之一

重复实验得不到先前的结果！
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皮尔逊的 2 检验

在观测的数据 与预言的期待值 之间进行比
较的检验统计量

),...,( 1 Nnnn 


),...,( 1 N 








N

i i

iin

1

2
2 )(






如果 ni 是相互独立而且服从均值为i 泊松分布，所有i 并不太小(>5)，
那么2 将服从 N 个自由度的最小二乘概率密度函数分布。所观察的2

可给出P-值

2
( ; )P f z N dz





  值

这里，f (z; N) 自由度为N 的最小二乘概率密度函数。
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皮尔逊的 2 检验(续)

自由度为 N 的最小二乘概率密度函数的期待值为 E(z)=N

通常以 2/N 来体现符合的程度







N

i toti

totii

np

npn

1

2
2 )(


服从N-1自由度的

2分布(pi ntot>>1)

1

,/
N

tot i i i i tot

i

n n n p n


 如果 固定， 服从二项式分布， 则

最好分别给出 2，N ，例如
2

2 -4

15 10 0.13

150, 100 =9.0 10

N P

N P





    

    

， 值

值
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例子: 2 检验
频

数

不变质量

8.29
)(

1

2
2 






N

i i

iin






共20个区间，
自由度为 20 1）由于许多区间只有很少或根本没有计数，

它将不服从 2 的概率密度函数分布。

2）皮尔森 2 仍可以作为一个检验统计量。

为计算P-值，先用蒙特卡罗方法得到 f (2)

产生 ni 均值为 i 的泊松分布，i=1,…,N

计算 2 ，填入直方图

重复足够多次 MC pdf：P-值=0.11

2 pdf:   P-值=0.073

i
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对于统计检验的评论
在实际问题中，我们常常遇到对低统计量的情况下，需要判断所观察到

的现象是否为真正的物理信号。利用P-值的大小可以表示结果是否为已

知过程的极端情形。由于每个人的信心不同，会造成同一个P-值，结论

却完全不一样的现象。

在统计误差范围
内无新迹象。

结果虽然在统计误差
范围，但有可能是新
物理的信号。

发现了新物理的
信号，误差为…

历史上类似故事的发生很多：J/粒子的发现，W粒子的发现，

顶夸克的发现…
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小结

统计检验：

检验统计量：

检验的要点：

纽曼-皮尔森引理：

构造检验统计量：

统计分析中两种方法：

检验在何种程度上，数据与假设相符。

关键区，显著水平，功效，纯度，效率。

在给定效率条件下，给出纯度最大区。

最好是似然比，但通常需太多待定参数。

Fisher 甄别函数(线性的)；神经网络(非线性的)。

   ( )x t x
 

将矢量 简化为一个或几个分量的矢量
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小结（续）

 检验拟合优度，P-值定义与应用

 信号观测的显著程度

 皮尔逊 2 检验

P-值为得到数据像已观测的结果一样与假设不符或更不符合的概率。

很复杂，许多具有 10-4 效应的结果最终证明是统计涨落的受害者。

广泛用于检验统计量。对于小样本数据，它将不服从 2 的概率密度
函数分布。但仍可用蒙特卡罗得到概率密度函数分布。


