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变差分解

ST = SA + SE

νT = νA + νE

• 偏差平方和与自由度具有可加性

统计量 F

SA

SE

= F ∼ F (νA, νE)

假设检验

H0 : µ1 = µ2 = µ3,H1 : µ1, µ2, µ3不全相等
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引子
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电子体温计

• 电子体温计使用方便

工作原理：金属氧化物热敏电阻
• 负温度系数型：随着温度升高，电阻值变小
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热敏电阻的规律

• 温度 t 与电阻 R 有对应关系

• 变成直线 t → 1

t+ 273.15 K 简称为 y， R → log R

kΩ 简称为 x。
Calibration and self-validation of thermistors for high-precision temperature measurements, Measurement Vol 76, 2015
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把非线性关系线性化

• 在许多实际问题中，两个变量之间并不一定是线性关系，而是某种曲线关
系，应该用曲线来拟合。

• 可以进行适当的变量代换，把它线性化，这样就把一个非线性回归问题化为
线性回归问题而得以解决。

步骤
1 根据样本数据，在直角坐标系中画出散点图
2 根据散点图，推测出 Y 与 x之间的函数关系
3 选择适当的坐标变换，使之变成线性关系
4 用线性回归方法求出线性回归方程
5 返回到原来的函数关系，得到要求的回归方程



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

7

把非线性关系线性化

• 在许多实际问题中，两个变量之间并不一定是线性关系，而是某种曲线关
系，应该用曲线来拟合。

• 可以进行适当的变量代换，把它线性化，这样就把一个非线性回归问题化为
线性回归问题而得以解决。

步骤
1 根据样本数据，在直角坐标系中画出散点图
2 根据散点图，推测出 Y 与 x之间的函数关系
3 选择适当的坐标变换，使之变成线性关系
4 用线性回归方法求出线性回归方程
5 返回到原来的函数关系，得到要求的回归方程



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

7

把非线性关系线性化

• 在许多实际问题中，两个变量之间并不一定是线性关系，而是某种曲线关
系，应该用曲线来拟合。

• 可以进行适当的变量代换，把它线性化，这样就把一个非线性回归问题化为
线性回归问题而得以解决。

步骤
1 根据样本数据，在直角坐标系中画出散点图
2 根据散点图，推测出 Y 与 x之间的函数关系
3 选择适当的坐标变换，使之变成线性关系
4 用线性回归方法求出线性回归方程
5 返回到原来的函数关系，得到要求的回归方程



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

7

把非线性关系线性化

• 在许多实际问题中，两个变量之间并不一定是线性关系，而是某种曲线关
系，应该用曲线来拟合。

• 可以进行适当的变量代换，把它线性化，这样就把一个非线性回归问题化为
线性回归问题而得以解决。

步骤
1 根据样本数据，在直角坐标系中画出散点图
2 根据散点图，推测出 Y 与 x之间的函数关系
3 选择适当的坐标变换，使之变成线性关系
4 用线性回归方法求出线性回归方程
5 返回到原来的函数关系，得到要求的回归方程



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

7

把非线性关系线性化

• 在许多实际问题中，两个变量之间并不一定是线性关系，而是某种曲线关
系，应该用曲线来拟合。

• 可以进行适当的变量代换，把它线性化，这样就把一个非线性回归问题化为
线性回归问题而得以解决。

步骤
1 根据样本数据，在直角坐标系中画出散点图
2 根据散点图，推测出 Y 与 x之间的函数关系
3 选择适当的坐标变换，使之变成线性关系
4 用线性回归方法求出线性回归方程
5 返回到原来的函数关系，得到要求的回归方程



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

7

把非线性关系线性化

• 在许多实际问题中，两个变量之间并不一定是线性关系，而是某种曲线关
系，应该用曲线来拟合。

• 可以进行适当的变量代换，把它线性化，这样就把一个非线性回归问题化为
线性回归问题而得以解决。

步骤
1 根据样本数据，在直角坐标系中画出散点图
2 根据散点图，推测出 Y 与 x之间的函数关系
3 选择适当的坐标变换，使之变成线性关系
4 用线性回归方法求出线性回归方程
5 返回到原来的函数关系，得到要求的回归方程



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

7

把非线性关系线性化

• 在许多实际问题中，两个变量之间并不一定是线性关系，而是某种曲线关
系，应该用曲线来拟合。

• 可以进行适当的变量代换，把它线性化，这样就把一个非线性回归问题化为
线性回归问题而得以解决。

步骤
1 根据样本数据，在直角坐标系中画出散点图
2 根据散点图，推测出 Y 与 x之间的函数关系
3 选择适当的坐标变换，使之变成线性关系
4 用线性回归方法求出线性回归方程
5 返回到原来的函数关系，得到要求的回归方程



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

8

线性回归
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直线表征规律

• 变量 x 和 y 于图中呈直线关系。
• 欲求出与各点最匹配的直线，

y = a+ bx

匹配：横向、纵向

X预测

、垂线？
• 记观测值为 (x1, y1), · · · , (xN , yN )

最小二乘法估计 a, b

取残差平方和 E2(a, b) =

N∑
i=1

[yi − (a+ bxi)]
2 刻画点与线的差异，

以使 E2 最小时的 a, b 为估计值 â, b̂ = arg min
a,b

E2(a, b)
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最小二乘法的求解

â, b̂ = arg min
a,b

E2(a, b) 有多种解法：配平方；求导 ∂E2

∂(a, b)
= 0。

线性代数视角
把残差记为 εi = yi − (a+ bxi)，有 yi = 1a+ xib+ εi，写成 N 维列向量，

y1
y2
...
yN

 =


1
1
...
1

 a+


x1
x2
...

xN

 b +


ε1
ε2
...
εN



~Y = ( ~X1, ~X2)

(
a
b

)
+ ~E

• 残差平方和 E2 =
∑

ε2i 是 ~E 欧几里得距离的平方 ‖ ~E‖2
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向子空间投影

~Y = ( ~X1, ~X2)

(
a
b

)
+ ~E，当 a, b 为何值能使 ‖ ~E‖2 最小？

• N 维线性空间中， 当 a ~X1 + b ~X2 是 ~Y 向子空间的投影时，‖ ~E‖2 最小。

~Y

a ~X1 + b ~X2

~E = ~Y − (a ~X1 + b ~X2)取极小

~X1 与 ~X2 张成 2维子空间

• 因此 ~E 必与子空间垂直 {
~E · ~X1 = 0
~E · ~X2 = 0
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最大似然估计视角

最小二乘法可看作最大似然估计的推论。



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

13

求解回归方程

{
â = 3.353(3)× 10−3

b̂ = 2.364(35)× 10−4

y = â+ b̂x

1

t/°C + 273.15
= â+ b̂ log R

kΩ

=⇒ t

°C =

(
â+ b̂ log R

kΩ

)−1

− 273.15

• 通过电路测得 R ，即可通过公式转
化得到温度 t 的读数。
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显著性检验
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显著性检验的必要性
即使两个量毫无关联，仍可（流于形式地）做最小二乘法。
It’s easy to lie with statistics, but it’s hard to tell the truth without. (C. Wheelan)

• 必须对回归结果进行假设检验，才能理解回归系数的含义。
• 回归所得的 b ，与 0 有显著差异吗？
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平方和分解

假设：残差服从正态分布� �
εi = yi − (a+ bxi) ∼ N(0, σ2)

经过最小二乘法获得的最佳 a, b 记为 â, b̂� �
记 ŷi = â+ b̂xi，称为回归的预测值：

N∑
i=1

(yi − y)2︸ ︷︷ ︸
ST偏差平方和

=

N∑
i=1

(yi − ŷi)
2

︸ ︷︷ ︸
SE误差平方和

+

N∑
i=1

(y − ŷi)
2

︸ ︷︷ ︸
SA效应平方和

SE

SA

ST
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R2 值

R2 =
SA

ST

越接近于 1 ，越说明 SA 主导 ST，相关性越强。

假设检验问题
• 对任意两个变量的一组观察值 {(xi, yi)} 都可以用最小二乘法形式上求得 y
对 x的回归方程，如果 y 与 x 没有线性相关关系，这种形式的回归方程就
没有意义。

• 因此需要考察 y 与 x 间是否确有线性相关关系，这就是回归效果的 检验
问题 。
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F 假设检验

提出原假设
H0 : b = 0
x, y 无关

设定拒绝域
p-值 < 0.01

计算并给出结论
构造 F 统计量
F = SA/νA

SE/νE

自由度
• νT = N − 1

• νA = p− 1

• νE = N − p

• p 是回归参数个数，此处共
有两个参数 a, b， 故 p = 2

自由度 平方和 平方和/自由度 F p-值
电阻 1 1.348 × 10−5 1.348 × 10−5 4545 < 2 × 10−16

残差 438 1.300 × 10−6 3.000 × 10−9

总计 439 1.478 × 10−5

• p-值 < 0.01 成立，拒绝原假设，b 6= 0，回归结果有意义。
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σ2 的估计

ŷ = â+ b̂x

一元线性回归模型
y = a+ bx+ ε, ε ∼ N(0, σ2)

• 因随机因素引起的误差称为 残差平方和

Qe =

n∑
i=1

(yi − ŷ)2

Qe

σ2
∼ χ2(n− 2) =⇒ σ̂2 =

Qe

n− 2

是 σ2 的无偏估计量。
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t 检验

检验假设 H0 : b = 0,H1 : b 6= 0

• b̂ 满足 b̂ ∼ N

(
b,

σ2

Lxx

)
其中 Lxx =

n∑
i=1

(xi − x)2 =
n∑

i=1

x2i − nx

• 因此如果原假设 b = 0 成立，b̂
√
Lxx/σ ∼ N(0, 1)，Qe/σ

2 ∼ χ2(n− 2)

b̂
√
Lxx/σ√
Qe/σ2

n−2

=
b̂
√
Lxx√
Qe

n−2

= t ∼ t(n− 2)

• 选取拒绝域 |t| ≥ tα/2(n− 2) 进行 t 检验。

区间估计
类似 b̂， â 以及 Ŷ = â+ b̂x 都可经线性变换构造 t 分布统计量，进行区间估计。
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多元线性回归



回归分析

续本达

复习

引子

线性回归

显著性检验

多元线性回归

总结

22

热敏电阻的更精确模型

K

T
= a+ b log R

kΩ
y = a+ bx

• 加入更高阶项，可以描述更复杂的关系。

K

T
= b0 + b1 log R

kΩ + b2

(
log R

kΩ

)2

+ b3

(
log R

kΩ

)3

· · ·

• 如何确定高阶项的系数？
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线性回归的推广

• 令 ~X0 = ~1, ~X1 = ~x, ~X2 = ~x2：

−→
Y

b0
−→
X0 + b1

−→
X1 + b2

−→
X2

~E =
−→
Y − (b0

−→
X0 + b1

−→
X1 + b2

−→
X2)

−→
X0,

−→
X1 与

−→
X2 张成子空间

推广
• 替换投影子空间的基
• 填加新的基，构成更高维的子空间，实现多元线性回归。
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多元线性回归概念

• 一组观测值 ~Y 若与多组自变量 ~X0, ~X1, ~X2, · · · , ~Xp 有关，

~Y = ( ~X0, ~X1, ~X2, · · · , ~Xp)


b0
b1
b2
...
bp

+ ~E

• 可以使用最小二乘法得到 b̂0, b̂1, b̂2, · · · , b̂p.
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热敏电阻的多元线性回归

K

T
= 3.326 × 10−3 + 3.641 × 10−3 log R

kΩ−3.624 × 10−4
(

log R

kΩ

)3

系数 值 显著？
b0 3.326(2)× 10−3 是
b1 3.641(51)× 10−3 是
b2 −1.112(50730)× 10−6 否
b3 −3.624(507)× 10−4 是

• 红色线对应 Starnhart-Hart 公式。
• 参数越多，拟合得越好，但模型越复杂。

Steinhart and Hart Calibration curves for thermistors, 1968
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例子：辐射热计量

• 每次有放射性衰变，二氧化碲 TeO2 晶体都会
“发烧”升温，

130Te → 130Xe + 2e− + 2ν̄e︸︷︷︸
?

• 通过给晶体“量体温”，确定中微子是否它自身
的反粒子，以及中微子质量。

中子嬗变掺杂锗热敏电阻的线性回归
“体温计”为“中子嬗变掺杂（NTD）”的锗热敏电阻。由线性回归标定：√

T0

T
= a+ b log

(
R

R0

)
精度达到 µK，是一般热敏电阻的 1000 倍。
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总结
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线性回归
1 线性回归是检验相关性的重要数理统计方法。
2 最小二乘法是线性回归的解法，可看作线性空间的投影。

~Y

a ~X1 + b ~X2

~E = ~Y − (a ~X1 + b ~X2)取极小

~X1 与 ~X2 张成 2维子空间

3 假设残差来自正态总体，

εi = yi − (a+ bxi) ∼ N(0, σ2)

线性回归的结果需要经过 F 或 t假设检验，确认回归的显著性，才能完成
科学解读。
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推广：打破残差的正态分布假设

线性化回归的问题
变成直线 t → 1

t+ 273.15 K 简称为 y， R → log R

kΩ 简称为 x。
能保证 y 服从正态分布吗？

残差不服从正态分布时，以线性模型解决问题 → 广义线性回归。
• 泊松回归：观测量是计数
• 伽马回归：观测量是正实数
• 逻辑回归：观测量是 [0, 1] 区间内的实数
• 二项回归：观测是是 0, 1 · · · , N 的整数
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推广：打破残差的正态分布假设

线性化回归的问题
变成直线 t → 1

t+ 273.15 K 简称为 y， R → log R

kΩ 简称为 x。
能保证 y 服从正态分布吗？

残差不服从正态分布时，以线性模型解决问题 → 广义线性回归。
• 泊松回归：观测量是计数
• 伽马回归：观测量是正实数
• 逻辑回归：观测量是 [0, 1] 区间内的实数
• 二项回归：观测是是 0, 1 · · · , N 的整数
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