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点估计 estimator

点估计� �
用一个数值作为未知参数的估计值 (estimate)� �
设总体 X 的分布函数的形式已知, θ是待估参数, X1, X2, · · · , Xn为总体的一个
样本, 点估计就是要构造一个适当的统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn)，用它的观察值
θ̂(x1, x2, · · · , xn) 作为待估参数的近似值。

定义 (矩估计)
用样本 k 阶矩作为总体 k 阶矩的估计量, 建立含待估参数的方程, 从而解出待估
参数。
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似然函数
1 设 X 为离散型随机变量, 其分布律为

P (X = x) = p(x, θ), x = u1, u2, · · · , θ ∈ Θ

样本 X1, X2, · · · , Xn的联合概率分布为
P (X1 = x1, · · · , Xn = xn) = p(x1, θ)p(x2, θ) · · · p(xn, θ) = L(~x, θ)

2 设 X 是连续型变量, 取 f(X, θ) 为 X 的密度函数，似然函数定义为

L(~x, θ) =

n∏
i=1

f(xi, θ)

最大似然法：maximum likelihood estimation (MLE)

θ̂(~x) = arg maxL(~x; θ)

称为 最大似然估计值 。称统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn) 为参数 θ 的 最大似然估
计量 。
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评价标准
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引子

对于同一个未知参数,不同的方法得到的估计量可能不同, 于是提出问题：
1 应该选用哪一种估计量?
2 用何标准来评价一个估计量的好坏?

预告：评判标准与数字特征紧密相关

估计量判别 数字特征
无偏性 数学期望
有效性 方差
相合性 依概率收敛



点估计的评价

续本达

复习

评价标准

相合性

无偏性

有效性

充分性

例：截尾分布

6

引子

对于同一个未知参数,不同的方法得到的估计量可能不同, 于是提出问题：
1 应该选用哪一种估计量?
2 用何标准来评价一个估计量的好坏?

预告：评判标准与数字特征紧密相关

估计量判别 数字特征
无偏性 数学期望
有效性 方差
相合性 依概率收敛



点估计的评价

续本达

复习

评价标准

相合性

无偏性

有效性

充分性

例：截尾分布

7

相合性



点估计的评价

续本达

复习

评价标准

相合性

无偏性

有效性

充分性

例：截尾分布

8

例：均匀分布

例� �
设 X1, · · · , Xn 是抽样自总体 X ∼ U(0, θ)的样本。证明 θ 的最大似然估计
量是相合估计量。� �

θ 的最大似然估计量为 θ̂n = max(X1, · · · , Xn)。需要证明 θ̂n

lim
n→∞

E(θ̂n) = θ, lim
n→∞

Var(θ̂n) = 0

需要知道 θ̂n 服从的分布函数。由独立同分布的随机变量的最大值的分布知，θ̂n
服从分布 FY (y) = [F (y)]n，其中

F (y) =


0, y < 0
y
θ , 0 < y < θ
1, y > θ
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均匀分布：求估计量的期望与方差

θ̂n 分布的概率密度函数

fY (y) =

{
nyn−1

θn , 0 < y < θ

0, 其他

E(θ̂n) =
∫ θ

0
y
nyn−1

θn
dy =

n

n+ 1
θ

n→∞−−−→ θ

E(θ̂2n) =
∫ θ

0
y2

nyn−1

θn
dy =

n

n+ 2
θ2

Var(θ̂n) =E(θ̂2n)− E2(θ̂n) =
n

(n+ 1)2(n+ 2)
θ2

n→∞−−−→ 0

所以 θ̂n 是相合估计量。
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无偏性
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定义 unbiased

定义� �
若 E(θ̂) = θ 则称 θ̂ 是 θ 的无偏估计量。� �
我们不可能要求每一次由样本得到的估计量与真值都相等，但可以要求这些估
计量的期望与真值相等.
• 样本均值 X 是总体期望 E(X) 的 无偏估计量 。

• 样本二阶原点矩 A2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i 是总体二阶原点矩 µ2 = E(X2) 的 无偏估

计量 。

• S2 =
1

n−1

n∑
i=1

(Xi−X)2 是 Var(X) 的 无偏估计 .

• B2 =
n− 1

n
S2 是 Var(X)的 渐进无偏估计 .
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释义：相合性与无偏性

回顾相合性判定定理

定理 (期望方差)
设 θ̂n(X1, · · · , Xn) 是 θ的一个估计量。若

lim
n→∞

E(θ̂n) = θ, lim
n→∞

Var(θ̂n) = 0

则 θ̂n 是 θ 的相合估计量。

前一个条件正是 θ̂n 的渐进无偏性。

相合性与（渐进）无偏性的区别
相合性不能推出渐进无偏性，只有渐进无偏性也不能推出相合性。
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例：二项分布
例� �
设 (X1, X2, · · · , Xm) 是总体 X ∼ b(n, p) 的一个样本, n > 1, 求 p2 的无偏估
计量.� �

E(X) =E(X) = np

E

(
1

m

m∑
i=1

X2
i

)
=E(X2) = (np)2 + np(1−p) = (n2−n)p2 + E(X)

=⇒ p2 =
1

n2 − n

[
E

(
1

m

m∑
i=1

X2
i

)
−X

]
= E

[
1

(n2−n)m

m∑
i=1

Xi(Xi−1)

]

=⇒ p̂2 =
1

(n2−n)m

m∑
i=1

Xi(Xi−1)

是无偏估计量。
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有效性
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定义

定义� �
设 θ̂1(X1, X2, · · · , Xn) 和 θ̂2(X1, X2, · · · , Xn) 都是总体参数 θ 的无偏估计
量, 且 Var(θ̂1) < Var(θ̂2) 则称 θ̂1 比 θ̂2 更 有效 .� �
一致最小方差无偏估计 UMVUE� �
如果一个估计量比任何其它估计量都有效，则称之为一致最小方差无偏估计
uniformly minimum variance unbiased estimator UMVUE� �



点估计的评价

续本达

复习

评价标准

相合性

无偏性

有效性

充分性

例：截尾分布

15

定义

定义� �
设 θ̂1(X1, X2, · · · , Xn) 和 θ̂2(X1, X2, · · · , Xn) 都是总体参数 θ 的无偏估计
量, 且 Var(θ̂1) < Var(θ̂2) 则称 θ̂1 比 θ̂2 更 有效 .� �
一致最小方差无偏估计 UMVUE� �
如果一个估计量比任何其它估计量都有效，则称之为一致最小方差无偏估计
uniformly minimum variance unbiased estimator UMVUE� �



点估计的评价

续本达

复习

评价标准

相合性

无偏性

有效性

充分性

例：截尾分布

16

估计量的方差极限

定理 (Cramer-Rao 下限)
L(X; θ) 是带参数 θ 的总体 X 的似然函数。任何 θ 的无偏估计量 θ̂n 满足

Var(θ̂n) ≥
1

nE
(
∂ logL(X;θ)

∂θ

)2
达到 Cramer-Rao 理论极限的估计量称为 有效估计量 。
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例：最大似然估计量

以下重要结论是 最大似然估计量 应用的理论支撑。证明较难，不做细致讨论
1 如果参数存在有效无偏估计量，那么它一定是最大似然估计量
2 一般情况下，最大似然估计量是一致的
3 最大似然估计量渐进服从正态分布
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例：信息积累
例� �
设 X1, · · · , Xn 是取自某总体的样本，记总体均值和方差分别为 µ 和 σ2。µ
的两个估计量分别定义为 µ̂1 = X1，µ̂2 = X。哪个估计量更有效？� �

E(µ̂1) = E(X1) = µ,E(µ̂2) = E(X) = µ

两者都无偏。

Var(µ̂1) = σ2,Var(µ̂2) =
σ2

n

当 n > 1 时，Var(µ̂1) < Var(µ̂2)，µ̂2 更有效。

启示
1 用全部数据的平均估计总体均值要比只使用部分数据更有效。
2 数据积累，估计量的方差越来越小，参数越来越精确， 信息量 越来越大。
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充分性
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定义

样本 X1, X2, . . . , Xn 到统计量 θ̂(X1, X2, . . . , Xn)是多元函数。
压缩映射中，参数很可能减少，
• 数据中的信息是否得到保留？
• 是否存在一个统计量，概括了数据中的所有信息，因此可以替换数据？
替换数据的含义是，只要有统计量，就能算似然函数。

充分统计量
设 ~X, ~Y 是总体的两个样本，f(·; θ) 是总体的概率密度函数。
如果 f ∗ (T ( ~X)) ∝ f ∗ (T (~Y )) =⇒ f( ~X) ∝ f( ~X) 那么称 T ( ~X) 是总体的充分统
计量。
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例：0-1 总体

设 X1, X2, . . . , Xm ∼ Bernoulli(p) 。似然函数为

L(p) = pS(1− p)n−S

其中 S =
∑

iXi

似然函数对一切样本的依赖，都通过 S 传达，S( ~X) 是 0-1 总体的充分统计量。
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例：正态总体

f( ~X;µ, σ2) =?

• 问题： ~X 本身是不是充分统计量？
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最小充分统计量

T0( ~X) 是最小充分统计量，如果其它充分统计量都依赖于它。
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充分统计量的判定

f( ~X; θ) = g(T ( ~X), θ)h( ~X)

指数分布族。
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例：截尾分布
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量程可能小于随机变量的取值

“卡一个窗口拟合”，需要注意
1 窗口也是参数。
2 卡窗口之后，应重新归一。
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实验物理学家的三个境界

1 不管随机变量的分布 → 无脑使用最小二乘法
2 重视随机变量的分布 → 无脑使用最大似然法
3 理解参数估计理论，上过《概率统计分析及量测技术》 → 批判地选择最有
效的方法
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