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统计量

样本 (X1, X2, · · · , Xn)的不含有未知参数的连续函数 g(X1, X2, · · · , Xn)称为 统
计量 。
• 样本均值、样本方差、样本标准差

抽样分布
正态总体 X ∼ N(µ, σ2) 和 X ′ ∼ N(µ′, σ′2)

χ2 分布 (n−1)S2

σ2
∼ χ2(n−1)

F 分布 S2/S′2

σ2/σ′2 ∼ F (n−1, n′−1)

t 分布 X−µ

S/
√
n
∼ t(n−1)
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统计推断
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概述

• 统计推断是数理统计理论的主要部分。
• 现行的统计推断理论，建立在概率论的基础上。
• 从总体中抽出的样本，去推断总体的性质。
例� �
假定在教室里的学生中，身高服从正态分布 N(µ, σ2)，其中 µ, σ2 是未知参
数，即为推断的对象。� �
参数与非参数估计
• 当推断的对象是有限个，称为 参数估计 ，例如高斯总体的期望、方差；
• 当推断的对象是无限个，称为 非参数估计 ，例如未知分布总体的期望、方
差、分布。
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概念导图
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参数估计

• 参数 是刻画总体某方面概率特性的数量。
• 当此数量未知时，从总体抽出一个样本，用一定的方法对它进行参数估计。

1 方法问题：如何利用样本估计未知参数
2 评判标准：如何评价估计的好坏

参数估计类型
点估计 估计未知参数的值；
区间估计 估计未知参数的取值范围，并使此范围包含未知参数真值的概率为

给定的值。
例� �
X ∼ N(µ, σ2)，若 µ, σ2 未知，通过构造统计量，给出它们的 估计值（点估
计） 或 取值范围 （区间估计） 就是参数估计的内容。� �
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定义

定义 (点估计)
用一个数值作为未知参数的估计值称为点估计。

• 设总体 X 的分布函数的形式已知，θ是待估参数，X1, X2, · · · , Xn为总体
的一个样本。

• 点估计构造一个适当的统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn)，用它的观察值
θ̂(x1, x2, · · · , xn) 作为待估参数的近似值。

约定
尖帽符号 ·̂ 表示估计量：它是统计量。
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矩估计法
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引例

例� �
设在炸药制造厂，一天中发生着火的次数 X 服从以 λ 为参数的泊松分布，
参数未知，现有以下的样本值，试估计参数 λ 。

着火次数 k 0 1 2 3 4 5 6 7
发生 k次着火的天数 nk 75 90 54 22 6 2 1 0 Σ = 250� �

由于X ∼ π(λ) ，故有 λ = E(X)，用样本均值估计总体均值 E(X)，由数据计算
得到

X = 1.22
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用程序计算样本方差

同样有 Var(X) = λ

library(Hmisc)

x <- data.frame(fire=c(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7),

days=c(75, 90, 54, 22, 6, 2, 1, 0))

wtd.var(x$fire, weights=x$days)

1.27042570281125

s2 = 1.27

该用哪个？点估计不唯一，下节课对不同的点估计进行评价，知使用一阶矩更
有效 。
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定义

定义 (矩估计)
用样本 k 阶矩作为总体 k 阶矩的估计量，建立含待估参数的方程，从而解出待
估参数。

• 设随机变量 X ∼ f(x; θ1, θ2, · · · , θk)，其中 θ1, θ2, · · · , θk 为待估参数。假设
总体的前 k阶矩存在：

E(Xr) = µr(θ1, θ2, · · · , θk), 1 ≤ r ≤ k

• 假设 X1, X2, · · · , Xn为来自 X 的一个样本，r阶样本矩 Ar =
1

n

n∑
i=1

Xr
i。

• Ar及其函数依概率收敛于相应的总体矩。因此可以
1 用样本矩作为相应的总体矩的估计量；
2 用样本矩的函数作为相应的总体矩函数的估计量。
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具体做法

总体的前 k 阶矩构成联立方程组，含 k个未知参数。一般情况下可以解出这 k
个参数 θ1, θ2, · · · , θk：

以样本矩 Ar 代替总体矩 µr(r = 1, 2, · · · , k)就得到待估参数的估计量，称为 矩
估计量 ：

θ̂i = θi(A1, A2, · · · , Ak), i = 1, 2, · · · , k

矩估计量的观察值称为 矩估计值 。
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矢量表述

• 随机变量 X ∼ f(x; ~θ), ~θ ≡ (θ1, · · · , θk)为待估参数。总体的前 k阶矩构成
矢量 ~µ (~θ)：每个分量都是 ~θ的函数，µi = µi(~θ)。

• 一般情况下可反解出 ~θ(~µ)。
• 设 ~X = (X1, · · · , Xn)是总体的一个样本，样本的前 k阶样本矩构成矢量

~A = (A1, · · · , Ak)，则待估函数的矩估计量为

~̂θ = ~θ(~µ = ~A)
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例：指数分布的矩估计

例� �
设总体 X ∼ Exp(λ)，即 f(x) = λe−λx, x > 0。 X1, · · · , Xn 为总体的一个
样本。 求参数 λ 的矩法估计量。� �

µ1 =E(X) =
1

λ

=⇒ λ =
1

µ1

=⇒ λ̂ =
1

A1
=

1

X
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例：期望与方差的矩估计

例� �
如果总体的期望 µ 与方差 σ2 都存在, 则它们的矩估计量分别为

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi = X

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi−X)2 =
n−1

n
S2 = B2

� �
套用矩估计法

µ1 =E(X) = µ

µ2 =E(X2) = Var(X) + [E(X)]2 = σ2 + µ2

代入前两阶样本矩即可反解给出证明。
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例：均匀分布的矩估计
例� �
设总体 X ∼ U(a, b), a, b 未知, 求参数 a, b 的 矩估计量.� �
一二阶矩为

µ1 =E(X) =
a+ b

2

µ2 =E(X2) = Var(X) + [E(X)]2 =
(b−a)2

12
+

(a+ b)2

4

解得 a = µ1−
√

3(µ2−µ2
1), b = µ1 +

√
3(µ2−µ2

1)，代之以样本矩 A1和 A2即得到
a和 b的矩估计量

â =A1−
√
3(A2−A2

1) = A1−
√
3B2

b̂ =A1 +
√

3(A2−A2
1) = A1 +

√
3B2
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例：均匀分布的矩估计
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最大似然估计
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引子

直觉：一次试验就出现的事件有较大的概率。
例� �
有两外形相同的箱子,各装 100个球

一箱 99个白球，1 个红球
一箱 1 个白球，99个红球

现从两箱中任取一箱，并从箱中任取一球，结果所取得的球是白球。所取的
球来自哪一箱？� �
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引例

例� �
设总体 X 服从 0-1分布,且 P (X = 1) = p, 用最大似然法求 p 的估计值.� �
总体 X 的概率分布为 P (X = x) = px(1−p)1−x, x = 0, 1。设 x1, x2, · · · , xn为总
体的样本 X1, X2, · · · , Xn的观测值，则得到该样本值的概率为

P (X1 = x1, · · · , Xn = xn) =
n∏

i=1

P (Xi = xi) = p
∑n

i=1 xi(1−p)n−
∑n

i=1 xi ≡ L(p)

对于不同的 p，L(p)不同，取 p 使这个事件发生的概率最大

p̂ = arg maxL(p)
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求解

log 是单调增函数

p̂ = arg maxL(p) = arg max logL(p)

0 =
d logL

dp
=

∑n
i=1 xi
p

−
n−

∑n
i=1 xi

1−p

=⇒ p̂ =
1

n

n∑
i=1

xi = x

所以，p̂ = x 是 p 的最大似然估计值。它恰好也是矩估计值。
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定义：似然函数
1 设 X 为离散型随机变量, 其分布律为

P (X = x) = p(x, θ), x = u1, u2, · · · , θ ∈ Θ 样本 X1, X2, · · · , Xn的联合概率
分布为

P (X1 = x1, · · · , Xn = xn) = p(x1, θ)p(x2, θ) · · · p(xn, θ) = L(~x, θ)

2 设 X 是连续型变量, 取 f(X, θ) 为 X 的密度函数，似然函数定义为

L(~x, θ) =

n∏
i=1

f(xi, θ)

最大似然法：maximum likelihood estimation (MLE)

θ̂(~x) = arg maxL(~x; θ)

称为最大似然估计值。
• 称统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn) 为参数 θ 的最大似然估计量。
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多参数推广
未知参数可以不止一个, 如 ~θ。设 X 的概率密度为 f(x, ~θ)，则定义似然函数

L(~x, ~θ) =

n∏
i=1

f(xi, ~θ)

若对于某组给定的样本值 ~x，参数 ~̂θ使似然函数取得最大值，即
~̂θ = arg maxL(~x, ~θ)，则称 θ̂r(~x) 为 θr(r = 1, 2, · · · , k)的最大似然估计值，称统
计量 θ̂r( ~X) 为 θr 的最大似然估计量。

似然方程组
若 L(x1, · · · , xn; θ1, · · · , θk) 关于 ~θ 可微，则称

∂

∂θr
L(x1, · · · , xn; θ1, · · · , θk) = 0, r = 1, 2, · · · , k

为 似然方程组 。 ∂

∂θr
logL = 0 为 对数似然方程组 。



点估计

续本达

复习

统计推断

点估计

矩估计法

最大似然估计

最小二乘估计

相合性

24

多参数推广
未知参数可以不止一个, 如 ~θ。设 X 的概率密度为 f(x, ~θ)，则定义似然函数

L(~x, ~θ) =

n∏
i=1

f(xi, ~θ)

若对于某组给定的样本值 ~x，参数 ~̂θ使似然函数取得最大值，即
~̂θ = arg maxL(~x, ~θ)，则称 θ̂r(~x) 为 θr(r = 1, 2, · · · , k)的最大似然估计值，称统
计量 θ̂r( ~X) 为 θr 的最大似然估计量。

似然方程组
若 L(x1, · · · , xn; θ1, · · · , θk) 关于 ~θ 可微，则称

∂

∂θr
L(x1, · · · , xn; θ1, · · · , θk) = 0, r = 1, 2, · · · , k

为 似然方程组 。 ∂

∂θr
logL = 0 为 对数似然方程组 。



点估计

续本达

复习

统计推断

点估计

矩估计法

最大似然估计

最小二乘估计

相合性

24

多参数推广
未知参数可以不止一个, 如 ~θ。设 X 的概率密度为 f(x, ~θ)，则定义似然函数

L(~x, ~θ) =

n∏
i=1

f(xi, ~θ)

若对于某组给定的样本值 ~x，参数 ~̂θ使似然函数取得最大值，即
~̂θ = arg maxL(~x, ~θ)，则称 θ̂r(~x) 为 θr(r = 1, 2, · · · , k)的最大似然估计值，称统
计量 θ̂r( ~X) 为 θr 的最大似然估计量。

似然方程组
若 L(x1, · · · , xn; θ1, · · · , θk) 关于 ~θ 可微，则称

∂

∂θr
L(x1, · · · , xn; θ1, · · · , θk) = 0, r = 1, 2, · · · , k

为 似然方程组 。 ∂

∂θr
logL = 0 为 对数似然方程组 。



点估计

续本达

复习

统计推断

点估计

矩估计法

最大似然估计

最小二乘估计

相合性

25

例：正态总体的最大似然估计
例� �
设总体 X ∼ N(µ, σ2), X1, · · · , Xn 是 X 的样本,求 µ, σ2 的最大似然估计量.� �

L(~x;µ, σ2) =

n∏
i=1

1√
2πσ

e− (xi−µ)2

2σ2 =
1

(2π)n/2(σ2)n/2
e−

∑n
i=1

(xi−µ)2

2σ2

=⇒ logL = −
n∑

i=1

(xi−µ)2

2σ2
− n

2
logσ2 + C

C 是与 µ 和 σ2 无关的常数。{
∂
∂µ logL = 1

σ2

∑n
i=1(xi−µ) = 0

∂
∂σ2 logL = 1

2(σ2)2
∑n

i=1(xi−µ)2− n
2(σ2)

= 0
=⇒

{
µ̂ = 1

n

∑n
i=1 xi = x

σ̂2 = 1
n

∑n
i=1(xi−x)2

与矩估计法一致。
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例：均匀分布的最大似然估计
例� �
设 X ∼ U(a, b), X1, X2, · · · , Xn 是 X 的一个样本，求 a, b 的最大似然估
计量。� �
似然函数为

L(a, b) =

{ 1
(b−a)n , a < xi < b

0, 其它 =⇒
{ 1

(b−a)n , a ≤ minxi ≤ maxxi ≤ b

0, 其它
当 a = minxi, b = maxxi 时，L(a, b) 最大。所以

â = minXi, b̂ = maxXi

对比矩估计：两者不一致

â = A1−
√

3B2, b̂ = A1 +
√
3B2
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最小二乘估计



点估计

续本达

复习

统计推断

点估计

矩估计法

最大似然估计

最小二乘估计

相合性

28

特点

• 历史悠久；
• 计算高效；
• 估计量是样本的线性组合；

• 线性组合是一类简单的函数形式，估计量的复杂性可控。
• 在线性回归中近一步讨论。
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相合性
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定义

相合性 consistency 又称 一致性
定义� �
设 θ̂(X1, X2, · · · , Xn)是总体参数 θ 的估计量. 若

∀θ ∈ Θ(θ̂
P−→ θ)

则称 θ̂ 是 θ 的 相合估计量 .� �
估计量 θ̂ 实际上依赖于样本容量 n，可以将 θ̂n 看作随机变量序列，相合性要求
θ̂n依概率收敛于真值 θ。相合性是好的估计量的基本要求。若不具备相合性，
则无论样本容量 n取多大，都无法将估计量估计得足够精确。
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θ̂n依概率收敛于真值 θ。相合性是好的估计量的基本要求。若不具备相合性，
则无论样本容量 n取多大，都无法将估计量估计得足够精确。
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相合性判定

定理 (期望方差)
设 θ̂n(X1, · · · , Xn) 是 θ的一个估计量。若

lim
n→∞

E(θ̂n) = θ, lim
n→∞

Var(θ̂n) = 0

则 θ̂n 是 θ 的相合估计量。

定义 (均方誤差 mean-square error, MSE)

MSE(θ̂n) = E(θ̂n − θ)2 = Var(θ̂n) + [E(θ̂n)− θ]2

定理条件可以写为 lim
n→∞

MSE(θ̂n) = 0
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相合估计量函数

定理 (函数的相合性)
若 θ̂n1, · · · , θ̂nk 分别是 θ1, · · · , θk 的相合估计量，η = g(θ1, · · · , θk)是 θ1, · · · , θk
的连续函数，则 η̂ = g(θ̂n1, · · · , θ̂nk) 是 η 的相合估计量。
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