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蒙特卡罗方法

使用 随机数 来解决 计算问题 方法的统称。
• ↓ 已知的信息越来越少，适用范围越来越广

方法 已知的分布信息 维度
X 逆函数法 完全已知 低
X 舍选法 与标准分布的比值 低
X 马尔可夫链法 与自身的比值 高
对抗生成网络法* 无解析形式，无法计算比值 高

蒙特卡罗方法的普适性
• 蒙特卡罗方法在物理之外的几乎所有学科中都有应用。
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动机

离散型
1 二项
2 泊松
3 几何
4 负二项

连续型
1 正态
2 指数
3 伽马
4 贝塔

整理分类
这么多种分布，它们有什么共同性质？
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分布族

• 当改变随机变量分布的参数时，分布函数变化。
• 说明“分布”本身是可变的。
• “分布”与“分布族”的概念划分是人为的。

• 相互关联的分布，组成 分布族
• 位置分布族：如高斯分布的 µ 参数变化
• 尺度分布族：如高斯分布的 σ2 参数变化
• 指数分布族 → 本节重点
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数学中的分类问题

分类是数学的核心任务之一。
• 概率分布的分类
• 李群的分类
实现由繁及简的的提升。

学术会议讲座例子
作为 2024 年数理逻辑年会的公众报告
环节，我们有幸邀请到南开大学讲席教
授高速老师在下周周五（10 月 25 日）
下午 3 点至 5 点为我们带来题为《数学
中分类问题的复杂性》的报告。

物理学、化学中分类也是核心任务
元素分类，核素分类，作用力分类等等。
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定义
指数分布族� �
一族的分布，它们的概率密度函数或分布律记为 f(x|~θ) ，如果有

f(x|~θ) = exp

[
s∑

i=1

ηi(~θ)Ti(x)−B(~θ)

]
h(x)

的形式，则称为 s 维指数分布族 。� �
如果把 ηi(~θ) 当作自变量反解 θ，那么形式有进一步的化简。
指数分布族标准形式� �

f(x|~η) = exp

[
s∑

i=1

ηiTi(x)−A(~η)

]
h(x)

� �
其中 ηi = ηi(~θ), A[~η(~θ)] = B(~θ)。
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例子：二项

• 二项分布是否属于指数分布族？

P (k|p, n) =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k

P (k|p, n) =
(
n

k

)
(1− p)n

(
p

1− p

)k

=

(
n

k

)
exp

[
k log

(
p

1− p

)
+ n log(1− p)]

]
= h(k) exp [T (k)η(p)−B(p)]

其中，h(k) =
(
n
k

)
, T (k) = k, η(p) = log

(
p

1−p

)
, B(p) = −n log(1− p) 。

当把 n 视为不变时，二项分布属于指数分布族。
• 思考：若 n 也视为参数，二项分布是否属于指数分布族？
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例子：二项的标准形式

令
η = log

(
p

1− p

)
那么

(1− p) = 1/(1 + eη) =⇒ log(1− p) = − log(1 + eη)

可得 A(η)
A(η) = B[p(η)] = −n log(1− p) = n log(1 + eη)
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用途：便于计算

• 期望：E(X) = A′(η)

• 方差：Var(X) = A′′(η)
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例子：正态

• 正态分布
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