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两弹的研发

两弹一星题材《马兰花开》剧照

《马兰花开》脚本
理论组 :老邓，第八次计算结果与第九次

完全吻合！

邓稼先 :中国的第一颗原子弹，就从这里
开始吧！

bababababababababababab

九次计算耗时半年，最终结果一致。
纠正了苏联专家的计算错误。
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核物理的计算

• 核裂变链式反应过程复杂，
各步伴随机性；

• 中子在介质里输运被随机
散射损耗能量；

• 最终得到确定的“试爆成
功”结果。

掌握和运用核物理，需要大量的
计算。

铀

铀
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复习与概念引入
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大数定律

算术平均值依概率收敛于数学期望� �
设 X1, X2, · · · , Xn是独立同分布的随机变量序列，那么

1

n

n∑
i=1

g(Xi)︸ ︷︷ ︸
算术平均值

P−−−→
n→∞

∫
g(x)fX(x)dx︸ ︷︷ ︸

g(X)的数学期望

fX(x) 是 Xi 的概率密度函数，g(x)是 x的任意函数。� �
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模拟试验

g(x) = sinx, x ∈ [0, π]

fX(x) = 1
π , 均匀分布

}
=⇒

∫ π

0
g(x)fX(x)dx =

2

π
= 0.64

生成 [0, 1] 上均匀分布的随机数 Xi，计算
1

n

n∑
i=1

g(Xi)
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逆向思维

• 算术平均值依概率收敛于数学期望

1

n

n∑
i=1

sinXi
P−−−→

n→∞

∫ π

0
sinx fX(x)︸ ︷︷ ︸

1/π

dx =
2

π

• 反向应用：能否把待求量构造成数学期望 ，使用算术平均近似？

π ≈ 2n
n∑

i=1
sinXi

定义 (蒙特卡罗方法)
使用随机数解决计算问题的方法统称为蒙特卡罗方法。

Metropolis, N. The Beginning of the Monte Carlo Method, 1987
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定义
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随机数为何能解决计算问题
使用 随机数 来解决 计算问题 方法的统称。

系统性地“盲人摸象”

1 随机变量的算术均值：用几个典型
数 Xi ， 刻画 sin 函数的特征。

2 在可能的取值非常多，函数非常复
杂时，随机取典型数，比确定地取
要好。

延伸阅读：为什么蒙特卡罗方法有效？� �
• 姚（期智）准则 (Yao’s principle)：给算法合理加入随机因素，会有效提
升效率。（参考文献 4）
• 蒙特卡罗方法为物理学中 确定性的困难问题 提供了 仅有的可操作 解法。� �
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蒙特卡罗方法要点
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舍选法
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反向应用的困难

π ≈ 2n∑n
i=1 sinXi

, Xi ∈ [0, π]均匀

• 估算 π 需要事先知道 sin(·) 函数的计算方法
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尝试简化计算

π ≈ 2n∑n
i=1 sinXi

, Xi ∈ [0, π]均匀

• 计算 sinXi 不易，如何简化问题？

•
∫ π

0
sinxdx 正是 sinx 与 x 轴围成的面积

• 每次均匀生成一对随机数 (Xi, Yi)

Xi ∈ [0, π], Yi ∈ [0, 1]

• 定义函数 h(·, ·) ，如果它落在阴影中，则记
h(Xi, Yi) = 1 ，否则记 h(Xi, Yi) = 0。

1

n

n∑
i=1

h(Xi, Yi) ≈
2

π
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什么叫做“如果 (Xi, Yi) 落在阴影中”？

h(Xi, Yi) =

{
1 sinXi ≤ Yi
0 sinXi > Yi

还需要算 sin 函数吗？

• Xi 为针与平行线的夹角
• Yi 为针的中点与最近平行线的距离
• 针长与平行线间隔相等
那么{

sinXi > Yi ⇔针与直线相交
sinXi ≤ Yi ⇔两者不相交
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蒲丰（1707–1788 法国）投针方案 π ≈ 2n∑n
i=1 hi
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历史上一些学者的计算结果

• 对比：祖冲之（429-500，南北朝），割圆术，3.1415927
• 在圆周率的问题中，系统性取值比随机数效率高
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舍选法的一般形式

1 选取容易抽样的分布 h(x)，使得曲线 Ch(x)可以覆盖待抽样的分布 f(x)；
2 从 h(x) 抽样得 xi；
3 从 [0, 1] 均匀分布抽样得 ri；
4 如果 riCh(xi) ≤ f(xi) 则保留 xi 否则舍弃 (比大小)；
5 保留的 xi 序列服从 f(x) 分布，可用序列的算术平均估算数学期望。

Metropolis, N. The Beginning of the Monte Carlo Method, 1987
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舍选法的证明

欲证明保留下来的 xi 服从 f(y) 分布，即 P (xi ≤ y) =

∫ y

−∞
f(x)dx。

舍选法的操作步骤恰是条件概率。证明如下：

P (xi ≤ y) = P [xi ≤ y|riCh(xi) ≤ f(xi)] =
P [xi ≤ y, riCh(xi) ≤ f(xi)]

P [riCh(xi) ≤ f(xi)]

=

∫ y
−∞

[∫ f(x)/Ch(x)
0 dr

]
h(x)dx∫∞

−∞

[∫ f(x)/Ch(x)
0 dr

]
h(x)dx

=
1
C

∫ y
−∞ f(x)dx

1
C

∫∞
−∞ f(x)dx

=

∫ y

−∞
f(x)dx



蒙特卡罗方法

续本达

引言

复习与概念
引入

定义

舍选法

马尔可夫链法

逆函数法

总结

19

舍选法的证明

欲证明保留下来的 xi 服从 f(y) 分布，即 P (xi ≤ y) =

∫ y

−∞
f(x)dx。

舍选法的操作步骤恰是条件概率。证明如下：

P (xi ≤ y) = P [xi ≤ y|riCh(xi) ≤ f(xi)] =
P [xi ≤ y, riCh(xi) ≤ f(xi)]

P [riCh(xi) ≤ f(xi)]

=

∫ y
−∞

[∫ f(x)/Ch(x)
0 dr

]
h(x)dx∫∞

−∞

[∫ f(x)/Ch(x)
0 dr

]
h(x)dx

=
1
C

∫ y
−∞ f(x)dx

1
C

∫∞
−∞ f(x)dx

=

∫ y

−∞
f(x)dx



蒙特卡罗方法

续本达

引言

复习与概念
引入

定义

舍选法

马尔可夫链法

逆函数法

总结

19

舍选法的证明

欲证明保留下来的 xi 服从 f(y) 分布，即 P (xi ≤ y) =

∫ y

−∞
f(x)dx。

舍选法的操作步骤恰是条件概率。证明如下：

P (xi ≤ y) = P [xi ≤ y|riCh(xi) ≤ f(xi)] =
P [xi ≤ y, riCh(xi) ≤ f(xi)]

P [riCh(xi) ≤ f(xi)]

=

∫ y
−∞

[∫ f(x)/Ch(x)
0 dr

]
h(x)dx∫∞

−∞

[∫ f(x)/Ch(x)
0 dr

]
h(x)dx

=
1
C

∫ y
−∞ f(x)dx

1
C

∫∞
−∞ f(x)dx

=

∫ y

−∞
f(x)dx



蒙特卡罗方法

续本达

引言

复习与概念
引入

定义

舍选法

马尔可夫链法

逆函数法

总结

19

舍选法的证明

欲证明保留下来的 xi 服从 f(y) 分布，即 P (xi ≤ y) =

∫ y

−∞
f(x)dx。

舍选法的操作步骤恰是条件概率。证明如下：

P (xi ≤ y) = P [xi ≤ y|riCh(xi) ≤ f(xi)] =
P [xi ≤ y, riCh(xi) ≤ f(xi)]

P [riCh(xi) ≤ f(xi)]

=

∫ y
−∞

[∫ f(x)/Ch(x)
0 dr

]
h(x)dx∫∞

−∞

[∫ f(x)/Ch(x)
0 dr

]
h(x)dx

=
1
C

∫ y
−∞ f(x)dx

1
C

∫∞
−∞ f(x)dx

=

∫ y

−∞
f(x)dx
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舍选法的起源

• 1940 年代由 Stan Ulam 和 von Neumann 计算中子扩散与核弹引爆机制，在
最早的电子计算机上运行。
• “蒙特卡罗”是 Stan叔叔常去的赌场区，被两位作者借用来代表“随机性”。

• 我国科学团队在当时刚研制成功的
“104 电子计算机”上进行了第十次
蒙特卡罗计算，确认无误。
• 在计算机上复现了苏联专家的错误
原因。
• 电子计算机的出现，让蒙特卡罗方
法蓬勃发展。

Stan Ulam, John von Neumann, and the Monte Carlo Method, 1987
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马尔可夫链法
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舍选法的困难

舍选法的关键步骤� �
如果 riCh(xi) ≤ f(xi) 则保留 xi，否则舍弃。� �
• 困难：在高维问题中，无法知道 f(x) 的绝对数值，只知道相对值 f̃(x)

f(xi) =
f̃(xi)∫
f̃(x)dx

分母上的积分无法有效算出。
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Metropolis（1915–1999，希腊）改进方案

• 把 f(xi)与上一个采样点 f(xi−1)比较，决定是否保留。

• 以概率 min
[
1,

f(xi)

f(xi−1)

]
接受 xi ，否则令 xi = xi−1

x1
接受−−→ x2

拒绝−−→ x2
拒绝−−→ x2

接受−−→ x3 → · · ·

• 每个 xi 都只依赖于 xi−1 ，不依赖于更早的历史，形成马尔可夫链。
• 规避了计算 f(x) 归一化常数的困难。
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例子：光子计数问题
设光敏仪器按一定的光强曲线 µφ(t− t0) 接收光电子 (photoelectron, PE)，各光
电子时间为 ~z := (t1, t2, · · · , tN )。波形 ~w 是时间序列向量。

µ, t0 → ~z → ~w
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分析计数←−−−−− ~w

• 但脉冲可能有重叠，无法确切测量 ~z，成为粒子物理实验领域的难题。
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马尔可夫链解

p(~w|t0, µ) = p(~w|∅)p(∅|t0, µ)︸ ︷︷ ︸
空白解0重积分

+

∫
~z∈T

p(~w|~z)p(~z|t0, µ)d~z︸ ︷︷ ︸
1重积分

+

∫∫
~z∈T 2

p(~w|~z)p(~z|t0, µ)d~z︸ ︷︷ ︸
2重积分

+

∫∫∫
~z∈T 3

p(~w|~z)p(~z|t0, µ)d~z︸ ︷︷ ︸
3重积分

· · · .

NPE 代表 ~z 的元素个数，它不确定。
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• 使用马尔可夫链，令 ~z游历各重积分，问题得到完满解决。
Journal of Instrumentation, 17 P06040
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逆函数法
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逆函数法引入

考虑均匀分布的概率密度函数

u(x) =

{
1 x ∈ [0, 1]

0 其它

改写

1

n

n∑
i=1

f(Xi)
P→

∫ 1

0
f(x)dx =⇒ 1

n

n∑
i=1

f(Xi)
P→

∫ 1

0
f(x)u(x)dx

困难
• 被积函数 f(x) 的值很小的地方，加和的效率低下
• 如果能高效取到使 f(Xi) 值更大的 Xi ，效率就会提升。
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从均匀分布到任意分布

复习：变量替换� �
设随机变量 Y 的分布函数是 FY (y) = P (Y < y)，那么 X ≡ FY (Y ) 服从
[0, 1] 区间上的均匀分布。� �
设 Y 概率密度是 fY (y) = F ′

Y (y)，把 x 替换为 FY (y)

1

n

n∑
i=1

f(Xi)
P→

∫ 1

0
f(x)dx =

∫ +∞

−∞
f [FY (y)]fY (y)dy

(转移fY ) =⇒ 1

n

n∑
i=1

f(Xi)

fY (Yi)

P→
∫ +∞

−∞
f [FY (y)]dy =

∫ 1

0
f(x)

1

fY (F
−1
Y (x))

dx

(Yi = F−1
Y (Xi)) =⇒ 1

n

n∑
i=1

f(Xi)

fY [F
−1
Y (Xi)]

P→
∫ 1

0
f(x)dx
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总结
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蒙特卡罗方法的递进关系

• ↓ 已知的信息越来越少，适用范围越来越广
方法 已知的分布信息 维度

X 逆函数法 完全已知 低
X 舍选法 与标准分布的比值 低
X 马尔可夫链法 与自身的比值 高
参考文献 5 对抗生成网络法* 无解析形式，无法计算比值 高
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蒙特卡罗方法的普适性
• 蒙特卡罗方法在物理之外的几乎所有学科中都有应用（延伸阅读 1）

The results（马尔可夫链法）are really used in every aspect of scientific
inquiry… I believe you can take any area of science, from hard to social, and
find a burgeoning MCMC（马尔可夫链法）literature specifically tailored
to that area.
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