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数学期望
设连续随机变量 X 的分布函数为 F (x)，若广义积分

∫ +∞
−∞ xdF (x) 绝对收敛，则

E(X) =

∫ +∞

−∞
xdF (x)

设连续随机变量的密度函数为 f(x) 若广义积分
∫ +∞

−∞ g(x)f(x)dx绝对收敛，则

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

重期望公式
设 (X,Y )是二维随机变量，且 E(X)存在，则

E(X) = E[E(X|Y )]
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定义
若 E{[X− E(X)]2} 存在, 则称其为随机变量 X 的方差，记为 D(X)或
Var(X)。即

Var(X) = E{[X− E(X)]2}
称
√

Var(X) 为 X 的 均方差 或 标准差 ，两者量纲相同。

释义
描述随机变量 X 的取值偏离平均值的平均偏离程度。D(·) 含义为 deviance，
Var(·) 为 variance。

计算方差的常用公式

Var(X) =E{[X− E(X)]2} = E{X2−2X E(X) + [E(X)]2}
=E(X2)−2[E(X)]2 + [E(X)]2 = E(X2)−[E(X)]2
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计算

若 X 为离散型随机变量，分布律为 P (X = xk) = pk, k = 1, 2, · · ·

Var(X) =

+∞∑
k=1

[xk− E(X)]2pk

若 X 为连续型随机变量，概率密度为 f(x)

Var(X) =

∫ +∞

−∞
[x− E(X)]2f(x)dx



协方差

续本达

复习

方差

全方差公式

协方差

协方差矩阵

二维正态分布

多维伽马

7

性质

a, b, C 为常数，X,Y 为随机变量
• Var(C) = 0

• Var(aX) = a2 Var(X)

• 一般地 Var(aX + b) = a2 Var(X)

• Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y )± 2E[(X− E(X))(Y − E(Y ))]

• 若 X,Y 相互独立

Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y )

• Var(X) = 0 ⇐⇒ P [X = E(X)] = 1
X 以概率 1取常数 E(X)。
• ∀C{Var(X) ≤ E[(X−C)2]}
方差是 E[(X−C)2] 的下界。
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例：泊松分布
例� �
X ∼ π(λ)，求 VarX。� �
回忆

E(X) =

+∞∑
k=0

k · λ
ke−λ

k!
= λe−λ

+∞∑
k=1

λk−1

(k−1)!
= λ

受计算 E(X)的启发，E[X(X−1)]容易计算，然后再利用
E[X(X−1)] = E(X2)− E(X)求 E(X2)。

E[X(X−1)] =
+∞∑
k=0

k(k−1)
λke−λ

k!
= λ2e−λ

+∞∑
k=2

λk−2

(k−2)!
= λ2

于是，E(X2) = E[X(X−1)] + E(X) = λ2 + λ

Var(X) = E(X2)− E2(X) = λ
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离散型随机变量的方差
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连续型随机变量的方差
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例：提枪作战问题

例� �
一个 n 人特种小队在休整时，把枪混放在一起。此时突发敌情，队友们不假
思索地提枪应战。求恰好拿到自己枪的战士个数 X 的方差。

� �
设 Xi = 1 代表第 i 名战士拿到了自己的枪，否则 Xi = 0。根据问题的对称性可
知 Xi 同分布。
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解：提枪作战问题

配对个数X 的概率分布不容易写出，巧妙的办法是将X 分解成 n个 0-1 分布的
随机变量 Xi之和，求 Var(X =

∑n
i=1Xi)。

X1，X2，· · ·，Xn并不相互独立，所以 Var(X) 6=
∑n

i=1 Var(Xi)。需要利用定义
计算：

Var(X) =E(X2)−[E(X)]2 = E

( n∑
i=1

Xi

)2
−

[
E

(
n∑

i=1

Xi

)]2

=E

 n∑
i=1

X2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

XiXj

−

[
n∑

i=1

E(Xi)

]2
=nE(X2

i ) + n(n−1)E(XiXj)−n2E2(Xi)(j 6= i)
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解：提枪作战问题
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解：提枪作战问题
需要计算出 E(Xi),E(X2

i ),E(XiXj)(j 6= i)

E(Xi) = 0× P (Xi = 0) + 1× P (Xi = 1) =
1

n

E(X2
i ) = 0× P (X2

i = 0) + 1× P (X2
i = 1) =

1

n

E(XiXj) = 0× P (X2
i = 0) + 1× P (XiXj = 1) =

1

n(n− 1)

于是
Var(X) =nE(X2

i ) + n(n−1)E(XiXj)−n2 E2(Xi)(j 6= i)

=n · 1/n+ n(n−1) · 1/n(n−1)−n2 · (1/n)2 = 1

思考：解答发给助教，答对者总评 +2%
求恰好有 k 名战士拿到自己枪的概率
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全方差公式
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光电倍增管（Photo-Multiplier Tube, PMT）
光电倍增管是检测极微弱光的器件，在辐射测量、医学影像等领域应用广泛。

固定地区的天气 固定光强下的 PMT 电荷输出

总降雨量 S =

N∑
i=1

Ri 总电荷量 Y =

N∑
i=1

Qi

降雨次数 N 光子数 N

各场雨的降雨量 Ri 各个光子诱导的电荷量 Qi
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方差如何借助条件概率计算？
总降雨量 S 的方差由降雨次数 N 的方差和每次降雨量 R 的方差共同贡献。

Var(S) =?Var(S|N)

猜想

Var(S) ?
=��HHVar Var(S|N)

• Var(S) 的量纲（mm）是 S 量纲的平方，若求两次方差，则量纲不匹配。

进一步：如何组合 E 和 Var 使得量纲匹配？
1 Var(S) ?

= E[Var(S|N)] ，“方差的期望”；
2 Var(S) ?

= Var[E(S|N)] ，“期望的方差”；
3 Var(S) ?

= aE[Var(S|N)] + bVar[E(S|N)]，a, b 待定。
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方差的期望 E[Var(S|N)]

• 每一个 N 都对应一个方差 1 Var(S|N)

• 它的期望表征了“平均”的方差，刻画“各组之内”的差异。

Var(S|N)0

500

1000

1500

0 2 4 6 8
N

S
/m

m

1图中的“方差”用开平方后的标准差表示，以保证量纲与随机变量相同。
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• 每一个 N 都对应一个方差 1 Var(S|N)
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1图中的“方差”用开平方后的标准差表示，以保证量纲与随机变量相同。
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期望的方差 Var[E(S|N)]

• 每一个 N 对应的期望各不相同。
• 它们之间的差异贡献给了“期望的方差”，刻画“组与组之间”的差异。

E(S|N)

0

500

1000

0 2 4 6 8
N

S
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期望的方差 Var[E(S|N)]

• 每一个 N 对应的期望各不相同。
• 它们之间的差异贡献给了“期望的方差”，刻画“组与组之间”的差异。
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定量证明
• 方差的期望

E[Var(S|N)] =E
[
E(S2|N)− [E(S|N)]2

]
=E(S2)− E

{
[E(S|N)]2

}
• 期望的方差

Var[E(S|N)] =E
{
[E(S|N)]2

}
− {E [E(S|N)]}2

=E
{
[E(S|N)]2

}
− [E(S)]2

[E(S)]2 E
{
[E(S|N)]2

}
E(S2)Var[E(S|N)] E[Var(S|N)]

Var(S)

• 获得全方差公式 Var(S) = E[Var(S|N)] + Var[E(S|N)]
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全方差公式的意义

Var(S) = E[Var(S|N)]︸ ︷︷ ︸
N固定时S的方差

+ Var[E(S|N)]︸ ︷︷ ︸
由N诱导的S方差

• 把 S （降雨量）的方差，分解为是否由 N （降雨次数）导致的两部分。
• 体现了 S 对 N 的相关关系。

高斯 Theoria Combinationis 1821, 1823
• 高斯曾使用“最小二乘法”，在 1801 年预测了谷神星（Ceres）的存在。但
理论基础遭到质疑。
• 高斯在不对 N 和 S 的分布不做正态假设的前提下，证明了全方差公式；
• 发明了“最小二乘法”解线性回归问题 2，并奠定了严格的理论基础。

2Legendre 在同时期发明
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例：光电倍增管总电荷二刷

例� �
Y =

∑N
i=1Qi 求 Var(Y )� �

• 总电荷 Y 的方差，关系到探测精度。

Var(Y ) =E[Var(Y |N)] + Var[E(Y |N)]

=E[N Var(Q)] + Var[N E(Q)]

=E(N)Var(Q) + Var(N)[E(Q)]2

启示
• 把难以计算的 Y 方差，分解为 N 与 Q 的方差，简化问题。
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额外噪声因子

额外噪声因子：excess noise factor 衡量了器件在泊松涨落之上的额外涨落。
对 N ∼ π(λ) 有 E(N) = Var(N) = λ，

Var(Y ) =E(N)Var(Q) + Var(N)[E(Q)]2

=⇒ Var(Y )

[E(Q)]2
=Var(N)

1 +
Var(Q)

[E(Q)]2︸ ︷︷ ︸
ENF

 .

• 全方差公式是辐射与光电探测领域核心概念“额外噪声因子”的理论基础。
Journal of Instrumentation, 17 P06040
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协方差
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引子

• 二维随机变量 (X,Y )，已知联合分布可得边缘分布，但反之不可。
• 二维随机变量，除每个随机变量各自的边缘分布外，相互之间可能还有某种
联系。

考虑两个随机变量 X,Y 的和或差的方差：

Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y )± 2E[(X− E(X))(Y − E(Y ))]

E([X− E(X)][Y − E(Y )]) 反映了随机变量 X,Y 之间的某种关系。
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定义

称 E([X− E(X)][Y − E(Y )]) 为随机变量 X,Y 的 协方差 。记为

Cov(X,Y ) = E([X− E(X)][Y − E(Y )]) = E(XY )− E(X)E(Y )

若 Var(X) > 0,Var(Y ) > 0 ，称

E

(
[X− E(X)][Y − E(Y )]√

Var(X)
√

Var(Y )

)
=

Cov(X,Y )√
Var(X)

√
Var(Y )

为随机变量 X,Y 的 相关系数 ，记为

ρXY =
Cov(X,Y )√

Var(X)
√

Var(Y )

若 ρXY = 0，称随机变量 X,Y 不相关 。
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性质

计算技巧
Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

= ±1

2
[Var(X ± Y )− Var(X)− Var(Y )]

对称性 Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

双线性 Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y )

• Cov(X + Y, Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y, Z)

方差特例 Cov(X,X) = Var(X)
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标准化随机变量

设随机变量 X 的期望 E(X)、方差 Var(X) 都存在, 且 Var(X) 6= 0, 则称

X∗ =
X− E(X)√

Var(X)

为 X 的标准化随机变量.

E(X∗) = 0,Var(X∗) = 1

• 相关系数的解读
Cov(X∗, Y ∗) = ρXY
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相关系数的性质

• |ρXY | ≤ 1

• |ρXY | = 1 ⇐⇒ 存在常数 a, b，使 P (Y = aX + b) = 1
即 X 与 Y 以概率 1线性相关
• 若 X,Y 相互独立，则 ρXY = 0，X,Y 不相关。反之不一定成立。
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例：柯西-施瓦兹不等式
例� �
证明：柯西-施瓦兹不等式 [E(XY )]2 ≤ E(X2)E(Y 2)� �
设实变量 t的二次非负函数

g(t) = E[(X + tY )2] = E(X2) + 2tE(XY ) + t2 E(Y 2) ≥ 0

从而由二次方程 g(t) = 0 根的判别式得到
∆ = 4[E(XY )]2−4E(X2)E(Y 2) ≤ 0 =⇒ [E(XY )]2 ≤ E(X2)E(Y 2)

相关系数
将标准化的 X∗, Y ∗ 代入，得

|ρXY | = |E(X∗Y ∗)| ≤
√

E(X∗2)E(Y ∗2) = 1
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g(t) = E[(X + tY )2] = E(X2) + 2tE(XY ) + t2 E(Y 2) ≥ 0

从而由二次方程 g(t) = 0 根的判别式得到
∆ = 4[E(XY )]2−4E(X2)E(Y 2) ≤ 0 =⇒ [E(XY )]2 ≤ E(X2)E(Y 2)

相关系数
将标准化的 X∗, Y ∗ 代入，得

|ρXY | = |E(X∗Y ∗)| ≤
√

E(X∗2)E(Y ∗2) = 1
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协方差矩阵
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定义

设 n维随机变量 ~X = (X1, X2, · · · , Xn)每个分量的方差存在，任意两个分量的
协方差存在，则称

Var(X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xn)
Cov(X2, X1) Var(X2) · · · Cov(X2, Xn)

...
... . . . ...

Cov(Xn, X1) Cov(Xn, X2) · · · Var(Xn)


~X 的 协方差矩阵 ， 也称为 方差-协方差 矩阵，记为 Var( ~X)。若记 ~X− E( ~X)
为 n维列向量，则

Var( ~X) = E{[ ~X− E( ~X)][ ~X− E( ~X)]ᵀ}

协方差矩阵 对称非负定。
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相关系数矩阵

记 ρij =
Cov(Xi,Xj)√

Var(Xi)
√

Var(Xj)
, i, j = 1, 2, · · · , n，


ρ11 ρ12 · · · ρ1n
ρ21 ρ22 · · · ρ2n
...

... . . . ...
ρn1 ρn2 · · · ρnn


称为 相关系数矩阵 ，简称 相关矩阵 ，为对称非负定矩阵。
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二维正态分布
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两个正态随机变量的联合分布

X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2) 相互独立

=⇒ fX(x) =
1√
2πσ1

exp
[
−(x− µ1)

2

2σ2
1

]
fY (y) =

1√
2πσ2

exp
[
−(y − µ2)

2

2σ2
2

]
=⇒ f(x, y) = fX(x)fY (y) =

1

2πσ1σ2
exp

[
−(x− µ1)

2

2σ2
1

− (y − µ2)
2

2σ2
2

]
定义 (二维正态分布)

f(x, y) =
1

2πσ1σ2
√
1−ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)

2

σ2
1

−2ρ
(x−µ1)(y−µ2)

σ1σ2
+

(y−µ2)
2

σ2
2

]

具有以上概率密度函数的分布称为二维正态分布。
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ρ = 0 的二维正态分布

(X,Y ) ∼ N(µ1, σ
2
1;µ2, σ

2
2; ρ)

X 与 Y 相互独立等价于 ρ = 0。如果
ρ = 0

f(x, y) =
1

2πσ1σ2
e

− 1
2

[
(x−µ1)

2

σ2
1

+
(y−µ2)

2

σ2
2

]

=
1√
2πσ1

e
− 1

2
(x−µ1)

2

σ2
1

1√
2πσ2

e
− 1

2
(y−µ2)

2

σ2
2

=fX(x)fY (y)

反之，如果 f(x, y) = fX(x)fY (y)，取 x = µ1, y = µ2 则

1√
1− ρ2

= 1 =⇒ ρ = 0
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ρ 6= 0 的情形

思考
ρ→ 1 时，N(µ1, σ

2
1;µ2, σ

2
2; ρ) 会变成什么分布？
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协方差矩阵

设 ~X ∼ N(µ1, σ
2
1;µ2, σ

2
2; ρ)，记 Σ2 = Var( ~X), ~µ = E( ~X), ~x = (x1, x2)

f(x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√

1−ρ2
e

− 1
2(1−ρ2)

[
(x1−µ1)

2

σ2
1

−2ρ
(x1−µ1)(x2−µ2)

σ1σ2
+

(x2−µ2)
2

σ2
2

]

=
1

2π

√∣∣∣∣ σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

∣∣∣∣
e

− 1
2
(x1−µ1,x2−µ2)

 σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

−1 x1−µ1

x2−µ2



=
1

2π
√
|Σ2|

e− 1
2
(~x−~µ)Σ−2(~x−~µ)ᵀ
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更多的高斯不变现象
1 若X,Y 相互独立，且 X ∼ N(µ1, σ

2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2), 则

X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)
• 如果 (X,Y ) ∼ N(µ1, σ

2
1 ;µ2, σ

2
2 ; ρ) 那么 X + Y 服从什么分布？

2 边缘分布：若 (X,Y ) ∼ N(µ1, σ
2
1;µ2, σ

2
2; ρ)，

X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)

3 条件分布：若 (X,Y ) ∼ N(µ1, σ
2
1;µ2, σ

2
2; ρ)，

X|Y ∼ N

(
µ1 − (Y − µ2)ρ

σ1
σ2

, (1− ρ2)σ2
1

)

Y |X ∼ N

(
µ2 − (X − µ1)ρ

σ2
σ1

, (1− ρ2)σ2
2

)

这些不变性使得高斯分布成为仅有的可积分布，提供了量子场论的路径积分的
唯一可计算例子。
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2
2; ρ)，

X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)

3 条件分布：若 (X,Y ) ∼ N(µ1, σ
2
1;µ2, σ

2
2; ρ)，

X|Y ∼ N

(
µ1 − (Y − µ2)ρ

σ1
σ2

, (1− ρ2)σ2
1

)

Y |X ∼ N

(
µ2 − (X − µ1)ρ

σ2
σ1

, (1− ρ2)σ2
2

)

这些不变性使得高斯分布成为仅有的可积分布，提供了量子场论的路径积分的
唯一可计算例子。
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例：光子计数问题
设光敏仪器按一定的光强曲线 µφ(t− t0) 接收光电子 (photoelectron, PE)，各光
电子时间为 ~z := (t1, t2, · · · , tN )。波形 ~w 是时间序列向量。

µ, t0 → ~z → ~w
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• 但脉冲可能有重叠，无法确切测量 ~z，成为粒子物理实验领域的难题。
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快速随机匹配追踪

• 当今最精确的中微子与暗物质实验的 PMT 波形分析方法
• 演化自 Ghost Hunter 2019

• 多元正态分布模型
w0(tw)|z ∼ N (µw(z),Σ(z))

µw(z) :=

‖z‖0∑
i=1

VPE(tw − ti)

Σ(z) :=

‖z‖0∑
i=1

ΞPE(tw − ti, tv − ti) + σ2
ε Iwv

(1)

Journal of Instrumentation, 17 P06040
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多维伽马
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多维伽马调研作业（可选）

二维正态分布是最常用的多维随机变量分布。其它的多维分布例如多维伽马
分布， multivariate gamma distribution。

f(~z) =
|Σ−1|α|~z|α−1/2(p+1)

βpαΓp(α)
exp

[
− 1

β
trΣ−1~z

]
伽马分布适用于正实数的随机变量。
• 其中的 Σ 是否是协方差矩阵？
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