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二维正态分布

f(x, y) =
1

2πσ1σ2
√
1−ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)

2

σ2
1

−2ρ
(x−µ1)(y−µ2)

σ1σ2
+

(y−µ2)
2

σ2
2

]

具有以上概率密度函数的分布称为二维正态分布。

变量替换
如果函数 u = g1(x, y)和 v = g2(x, y)
存在连续偏导数和唯一的反函数{

x = x(u, v)
y = y(u, v)

该变换的雅可比行列式

J =
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ 6= 0

则随机变量 U = g1(X,Y )和 V = g2(X,Y )的联合密度函数为

g(u, v) = f [x(u, v), y(u, v)] |J |
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二维随机变量函数的分布

X + Y 傅立叶卷积

fX+Y (z) =

∫ +∞

−∞
f(z−y, y)dy =

∫ +∞

−∞
f(x, z−x)dx

XY 梅林卷积

f Y
X
(z) =

∫ +∞

−∞
|x|f(x, xz)dx, fXY (z) =

∫ +∞

−∞

1

|x|
f
(
x,

z

x

)
dx

max(X,Y ) 和 min(X,Y )

Fmax(z) = FX(z)FY (z), Fmin(z) = 1−[1−FX(z)][1−FY (z)]
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为什么需要数字特征

分布函数完整描述随机变量，但复杂。
实际使用中对随机变量用一个数字概括，称为随机变量的数字特征。
例� �
课程考试，每个同学有具体成绩。我们可使用平均成绩和特高分和特低分的
比例概括。
教务处：平均分不高不低，不及格和特高分数不太多。� �
虽不完整描述随机变量，但概括随机变量的某方面特征
数学期望 随机变量的平均取值

方差 随机变量取值偏离均值的情况
协方差与相关系数 描述两随机变量间的某种关系的数
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用数字来描写随机变量的概率特性
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数学期望



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

9

定义

离散型
设 X 为离散随机变量，其分布为 P (X = xk) = pk, k = 1, 2, · · ·，若无穷级数∑+∞

k=1 xkpk 绝对收敛，则称该级数为 X 的数学期望，记作 E(X)，即

E(X) =

+∞∑
k=1

xkpk

连续型
设连续随机变量 X 的概率密度函数为 f(x)，若广义积分

∫ +∞
−∞ xf(x)dx 绝对收

敛，则称该积分为 X 的数学期望，记作 E(X)，即

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

−∞
xdF (x)
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例：赌场停电

分赌本问题� �
技能相当的两人各出 50元对赌，五局三胜。甲胜 2局乙胜 1局时停电了，停
止游戏，需要如何归还赌注？� �
• 甲 75元乙 25元

期望概念的起源
历史上期望（expectation）在这个问题里第一次提出。
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例：良心卖家

例� �
某商店对某种家用电器的销售采用先使用后付款的方式，记使用寿命为 X
（以年记），规定：

X ≤ 1 一台付款 1500元
1 < X ≤ 2 一台付款 2000元
2 < X ≤ 3 一台付款 2500元
X > 3 一台付款 3000元

设寿命 X 服从指数分布，概率密度为

f(x) =

{
1
10e

− x
10 , x > 0

0, x ≤ 0

求该商店一台这种家用电器收费 Y 的数学期望。� �
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解读

1 数学期望的本质是“加权平均”，以概率为权重。
2 数学期望 E(X)是一个数，也常记作 E[X]，以区别于一般函数的表示。
3 对于给定分布的随机变量，数学期望是一个数，不再是随机变量。
4 数学期望简称为“期望”，亦称“均值”。
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解：良心卖家
累积分布函数 F (x) = 1−e− x

10 , x > 0

P (X ≤ 1) =F (1) = 0.0952

P (1 < X ≤ 2) =F (2)−F (1) = 0.0861

P (2 < X ≤ 3) =F (3)−F (2) = 0.0779

P (X > 3) =1−F (3) = 0.7408

一台家用电器收费 Y 的分布律为

Y 1500 2000 2500 3000
pk 0.0952 0.0861 0.0779 0.7408

E(Y ) =
∑4

k=1 ykpk = 2732.15

从连续到离散
X 是连续型随机变量，映射成了 Y 是离散型随机变量
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例：二项分布

例� �
X ∼ b(n, p)� �

E(X) =

n∑
k=1

k
n!

k!(n−k)!
pkqn−k

=np

n∑
k=1

(n−1)!

(k−1)![(n−1)−(k−1)]!
pk−1q(n−1)−(k−1)

=np
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例：泊松分布

例� �
X ∼ π(λ)� �

E(X) =

+∞∑
n=0

n
λn

n!
e−λ

=

+∞∑
n=1

n
λn

n!
e−λ

=λ

+∞∑
n=1

λn−1

(n− 1)!
e−λ

=λ
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常见离散型随机变量的期望
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例：指数分布

例� �
X ∼ Exp(λ)� �

E(X) =

∫ +∞

0
xλe−λxdx

=

∫ +∞

0
e−λxdx− xe−λx

∣∣∣+∞

0

=
1

λ



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

17

例：指数分布

例� �
X ∼ Exp(λ)� �

E(X) =

∫ +∞

0
xλe−λxdx

=

∫ +∞

0
e−λxdx− xe−λx

∣∣∣+∞

0

=
1

λ



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

17

例：指数分布

例� �
X ∼ Exp(λ)� �

E(X) =

∫ +∞

0
xλe−λxdx

=

∫ +∞

0
e−λxdx− xe−λx

∣∣∣+∞

0

=
1

λ



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

17

例：指数分布

例� �
X ∼ Exp(λ)� �

E(X) =

∫ +∞

0
xλe−λxdx

=

∫ +∞

0
e−λxdx− xe−λx

∣∣∣+∞

0

=
1

λ



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

18

例：正态分布

例� �
X ∼ N(µ, σ2)� �
令 u = x−µ

σ ，则 dx = σdu，

E(X) =

∫ +∞

−∞
x · 1√

2πσ
e− (x−µ)2

2σ2 dx

=

∫ +∞

−∞
(µ+ uσ) · 1√

2π
e−u2

2 du

=

∫ +∞

−∞

µ√
2π

e−u2

2 du+

∫ +∞

−∞

uσ√
2π

e−u2

2 du = µ+ 0

=µ



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

18

例：正态分布

例� �
X ∼ N(µ, σ2)� �
令 u = x−µ

σ ，则 dx = σdu，

E(X) =

∫ +∞

−∞
x · 1√

2πσ
e− (x−µ)2

2σ2 dx
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常见连续型随机变量的期望
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随机函数的数学期望
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定理

离散型
设离散随机变量 X 的概率分布为 P (X = xi) = pi, i = 1, 2, · · · 若无穷级数∑+∞

i=1 g(xi)pi 绝对收敛，则 Y 的数学期望为

E(Y ) =

+∞∑
i=1

g(xi)pi

连续型
设连续随机变量的密度函数为 f(x) 若广义积分

∫ +∞
−∞ g(x)f(x)dx绝对收敛，则

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx
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二维情形

离散型
设二维离散随机变量 (X,Y )的概率分布为 P (X = xi, Y = yj) = pij ，变量
Z = g(X,Y )，若级数

∑∞
i,j=1 g(xi, yj)pij 绝对收敛，则 Z 的数学期望为

E(Z) =

+∞∑
i,j=1

g(xi, yj)pij

连续型
设二维连续随机变量 (X,Y )的联合密度函数为 f(x, y)，变量 Z = g(X,Y )。若
广义积分

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ g(x, y)f(x, y)dxdy 绝对收敛，则 Z 的数学期望为

E(Z) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(x, y)f(x, y)dxdy
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例：供应链优化

例� �
设国际市场对我国的稀土矿石需求量为随机变量 X（单位：吨），且服从
[2000, 4000]上的均匀分布。已知每售出一吨商品可挣得外汇 3千元，但若积
压一吨则损失 1.2千元。问组织多少吨货源才能使收益最大化？� �
设组织货源 t吨，令 t1 = 2000, t2 = 4000, 则 t1 ≤ t ≤ t2。收益 Y（千元）与需
求 X 的关系为

Y =

{
3X − 1.2(t−X), X < t
3t, X ≥ t

X ∼ U(t1, t2)



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

23

例：供应链优化

例� �
设国际市场对我国的稀土矿石需求量为随机变量 X（单位：吨），且服从
[2000, 4000]上的均匀分布。已知每售出一吨商品可挣得外汇 3千元，但若积
压一吨则损失 1.2千元。问组织多少吨货源才能使收益最大化？� �
设组织货源 t吨，令 t1 = 2000, t2 = 4000, 则 t1 ≤ t ≤ t2。收益 Y（千元）与需
求 X 的关系为

Y =

{
3X − 1.2(t−X), X < t
3t, X ≥ t

X ∼ U(t1, t2)



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

24

解：供应链优化

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
Y (x)f(x)dx

=
1

t2−t1

[∫ t

t1

(4.2x−1.2t)dx+

∫ t2

t
3tdx

]
=

−2.1

t2−t1

[
t2−1.2t1 + 3t2

2.1
t+ 2.1t21

]
对二次式求极值，解得 t = 1.2t1+3t2

4.2 = 3428.57



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

25

性质

a,C 是常数，X,Y 是随机变量
• E(C) = C

• E(aX) = aE(X)

• E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) 一般地

E

(
n∑

i=1

aiXi + C

)
=

n∑
i=1

ai E(Xi) + C

• 当X,Y 独立时，E(XY ) = E(X)E(Y )
• 注意：若 E(XY ) = E(X)E(Y )，X,Y 不一定独立
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例：CovID-19 PCR 混检

例� �
为了筛查社会面 CovID-19 患者，n个人需验血。有两种方案：

1 分别化验每个人的血，共需化验 n 次；
2 分组化验，k个人的血混在一起化验，若结果为阴性，则只需化验一次；
若为阳性，则对 k个人的血逐个化验，找出感染者，此时 k个人的血需
化验 k + 1次。

设每人血液化验呈阳性的概率为 p，且每人化验结果是相互独立的.试说明
选择哪一方案较经济。� �
计算方案 2 所需化验次数的期望。 不妨设 n 是 k 的倍数，共分成 n

k 组。 第 i
组的化验次数 Xi的可能取值为 1和 k + 1，分布律为

Xi 1 k + 1

P (1− p)k 1− (1− p)k
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解：CovID-19 PCR 混检 1

E(Xi) = 1 · (1−p)k + (k + 1) · [1−(1−p)k] = (k + 1)−k(1−p)k

E(X) =

n/k∑
i=1

E(Xi) = n

{
1−
[
(1−p)k−1

k

]}
若 (1−p)k− 1

k > 0，则 E(X) < n。p � 1时，该条件很容易满足。例如
p = 0.001, k = 10, n = 1000：E(X) = 110 � 1000

1polymerase chain reaction: 用于把 DNA 片断复制亿次的生物工程方法。
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重期望公式
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重期望公式

重期望公式� �
设 (X,Y )是二维随机变量，且 E(X)存在，则

E(X) = E[E(X|Y )]� �
证明：仅对连续型变量证明。设 (X,Y )的联合密度函数为 f(x, y)。记
g(y) = E(X|Y = y)，则 g(Y ) = E(X|Y )。利用 f(x, y) = f(x|y)fY (y)，可得

E(X) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xf(x|y)fY (y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
xf(x|y)dx

]
fY (y)dy =

∫ +∞

−∞
E[X|Y = y]︸ ︷︷ ︸

g(y)

fY (y)dy

=E[g(y)] = E[E(X|Y )]



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

29

重期望公式

重期望公式� �
设 (X,Y )是二维随机变量，且 E(X)存在，则

E(X) = E[E(X|Y )]� �
证明：仅对连续型变量证明。设 (X,Y )的联合密度函数为 f(x, y)。记
g(y) = E(X|Y = y)，则 g(Y ) = E(X|Y )。利用 f(x, y) = f(x|y)fY (y)，可得

E(X) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xf(x|y)fY (y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
xf(x|y)dx

]
fY (y)dy =

∫ +∞

−∞
E[X|Y = y]︸ ︷︷ ︸

g(y)

fY (y)dy

=E[g(y)] = E[E(X|Y )]



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

29

重期望公式

重期望公式� �
设 (X,Y )是二维随机变量，且 E(X)存在，则

E(X) = E[E(X|Y )]� �
证明：仅对连续型变量证明。设 (X,Y )的联合密度函数为 f(x, y)。记
g(y) = E(X|Y = y)，则 g(Y ) = E(X|Y )。利用 f(x, y) = f(x|y)fY (y)，可得

E(X) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xf(x|y)fY (y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
xf(x|y)dx

]
fY (y)dy =

∫ +∞

−∞
E[X|Y = y]︸ ︷︷ ︸

g(y)

fY (y)dy

=E[g(y)] = E[E(X|Y )]



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

29

重期望公式

重期望公式� �
设 (X,Y )是二维随机变量，且 E(X)存在，则

E(X) = E[E(X|Y )]� �
证明：仅对连续型变量证明。设 (X,Y )的联合密度函数为 f(x, y)。记
g(y) = E(X|Y = y)，则 g(Y ) = E(X|Y )。利用 f(x, y) = f(x|y)fY (y)，可得

E(X) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xf(x|y)fY (y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
xf(x|y)dx

]
fY (y)dy =

∫ +∞

−∞
E[X|Y = y]︸ ︷︷ ︸

g(y)

fY (y)dy

=E[g(y)] = E[E(X|Y )]



数学期望

续本达

复习

引子

数学期望

随机函数的数
学期望

重期望公式

30

例：总降雨量

第 5号“杜苏芮”台风残余
造成北京及华北特大降雨

“北京有观测记录的 140 年以来第一大降雨”
⸺北京市气象局
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结合自然灾害的预测进行决策

• 设北京 8 月的总降雨量为随机变量 S。

• 刻画 S 的数字特征，掌握北京的降雨规律的要点。
• 随机变量 S 的期望 E(S)：北京 8 月的平均降雨量。
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问题的条件概率分解

• S 受两个因素的影响：
1 N：北京 8月的降雨次数 ↪→ 离散型随机变量
2 Ri：各 (i)次下雨的降雨量 ，独立同分布 ↪→ 非负的连续型随机变量

S =

N∑
i=1

Ri, Ri 与 N 相互独立

• 拆解成两个子问题：
1 降雨次数 N 对总雨量 S 的影响。
2 当 N 确定时，单次雨量 Ri 对总雨量 S 的影响。

• 对简单的子问题可尝试使用用已知分布假设，便于计算期望：
• 假设 N 服从 泊松分布， Ri 服从伽马分布。
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北京 8 月降雨量期望的计算

E(S) = E[E(S|N)]

• 条件分布已知时，计算期望更容易。设 Ri(0 ≤ i ≤ N) 的期望是 E(R)

E(S) = E

[
N∑
i=1

E(Ri)

]
= E[N · E(R)] = E(N)︸ ︷︷ ︸

平均下雨次数

· E(R)︸ ︷︷ ︸
每场雨的平均降雨量

E(S|N)

0

500

1000

0 2 4 6 8
N

S
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光电倍增管（Photo-Multiplier Tube, PMT）
光电倍增管是检测极微弱光的器件，在辐射测量、医学影像等领域应用广泛。

固定地区的天气 固定光强下的 PMT 电荷输出

总降雨量 S =

N∑
i=1

Ri 总电荷量 Y =

N∑
i=1

Qi

降雨次数 N 光子数 N

各场雨的降雨量 Ri 各个光子诱导的电荷量 Qi
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解：光电倍增管

E(Y ) = E[E(Y |N)] = E[N E(Q)] = E(N)E(Q)

• 总电荷 Y 的期望，为光电子数 N 与单个光电子电荷量 Q 期望的乘积；
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