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本讲要点

最小二乘法与最大似然法的关系

线性情况下的最小二乘估计

非线性情况下的最小二乘估计

约束情况下的最小二乘法

检验最小二乘法的拟合优度

应用最小二乘法处理分区数据

不等精度关联实验结果的并合问题
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最小二乘法与最大似然法
假设有高斯随机变量: yi, i=1,…,N ,其平均值为

对于独立的高斯变量 yi，联合概率密度函数为
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G

2
1,...,   [ ]  N i ix x V y σ=这里， 与 已知。

∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

N

i i

ii

i

yyg
1

2

2

2

2

2
)(exp

2
1),;(

σ
λ

πσ
σλ GGG

对应的对数似然函数(去掉与θ 无关的项)为
2

2
1

[ ( ; )]1log ( )
2

N
i i

i i

y xL λ θθ
σ=

−
= − ∑

GG 2
2

2
1

[ ( ; )]( )
N

i i

i i

y xλ θχ θ
σ=

−
= ∑

GG

2

log ( )
  

L θ

χ

G
求 的最大值等

效于求 的最小值。
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为了估计参数 ，可以用曲线

拟合所有的测量点(见右图)。
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最小二乘估计量的定义
如果 yi是一多维高斯变量，协方差矩阵为V ，满足
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也就是说，我们应求下式的最小值

2 1

, 1
( ) [ ( ; )]( ) [ ( ; )]

N

i i ij j j
i j

y x V y xχ θ λ θ λ θ−

=

= − −∑
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它的最小值定义了最小二乘法的估计量 θ ，即使 yi不是高斯变量，该定
义依然适用。(实际上，yi 通常是高斯的，因为中心极限定理会导出测量
误差也是高斯的。)



5

线性最小二乘法估计

这里 aj(x) 是 x 的任意线性独立函数。

( ; )  xλ θ θ
G G

如果 是 的线性函数，最小二乘法有一些简单的特殊性质，

∑
=

=
m

j
jj xax

1

)();( θθλ
G ˆ  θ

G
没有偏置，而且得到的方差

最小(高斯-马尔可夫定理)。

用矩阵来表示时，令 Aij=aj(xi)，有

)()()()()( 112 θθλλθχ
GGGGGGGGG

AyVAyyVy TT −−=−−= −−

对θ i 求偏微分，并令结果等于零，有

0)(2 112 =−−=∇ −− θχ
GG AVAyVA TT

解方程得到最小二乘法的估计量

1 1 1ˆ ( )T TA V A A V y Byθ − − −= ≡
G G G ˆ  

  
i

iy
θ估计量 是测量

量 的线性函数。



6

非线性最小二乘法估计
( ; )  xλ θ θ

θ

G G
G

如果 是 的非线性函数，最小二乘法不能给出参数的严格解，

需要通过迭代法求 的近似解,使得下式最小

2 1( ) ( ) ( )Ty V yχ θ λ λ−= − −
G G GG G

如果采用牛顿法求上式的最小值，第 n+1次迭代公式可采用
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迭代终止判据：

是一个给定的小数。

( 1)ˆ ˆ nθ θ +=
G G
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最小二乘估计量的方差
ˆ ˆcov[ , ]ij i jU θ θ=协方差矩阵元 在线性情况下的误差传递可以写为

11 )( −−== AVABVBU TT

等效地，可以利用下式来计算

2 2
1 1

,ˆ

1( ) ( )( ) ( )
2
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ij i k kl j l
k li j
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θ θ

χ
θ θ
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∑

GG

如果 yi是高斯变量时，
其与RCF边界一致。

1 1 1ˆ ( )T TA V A A V y Byθ − − −= ≡
G G G
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最小二乘估计量的方差(续)
2( ; ) ( )xλ θ χ θ

G G
对于 是参数的线性函数情况下， 是二次型的
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方差从正切平面到椭圆

11)ˆ()( 2
min

22 +=+= χθχθχ
GG

( ; )xλ θ θ
G G

如果 不是 的线性函数，上述式子会有偏差，但仍不失为较好的近似。
2 2

min( ) 1  χ θ χ θ≤ +
G G

可以把区间 看作“置信区间”，给出了包含真值 的可能性。

cov[ , ]
i

ij i j

y
V y y=

上式并不依赖于 是否为高斯变量，但无论何种情况，都要计算

协方差矩阵

注意：

。
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多项式的最小二乘法拟合
用一个多项式来拟合右图

∑
=

=
m

j

j
jm xx

0
0 ),...,;( θθθλ

第 0 阶(一个参数)
第 1 阶(两个参数)
第 4 阶(五个参数)

对于单参数拟合情况(例如上图的横线):

5.45

13.066.2ˆ
2
min

0

=

±=

χ

θ

0 0

2 2
ˆ ˆ0 min

ˆ ( ) 1
θ θ

σ χ θ σ χ± = +标准误差 是根据 

来确定的。

例如:
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多项式的最小二乘法拟合(续)
对于双参数拟合的情形(有非零斜率的直线)

椭圆的倾角给出相关系数(与最大似然法相同)。

m
0 1

0 1
2

ˆ ˆ0.93 0.30;   0.68 0.10;
ˆ ˆ ˆcov[ , ] 0.028;    0.90;

3.99.

r

θ θ

θ θ ρ

χ

= ± = ±

= − = = −

=

0 1
ˆ ˆ,
θ θ

σ σ切线给出 。

0 1 0 1 0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) cov( , ,) 0θ θ η η η η→ =虽然表面上可以通过变换 使得 从而得到不关联的

估计值，但是对新参数的理解也许并不容易。

对于五个参量拟合的情形(有非零斜率的直线)

χ2
min值的大小反映了数据

与假设之间的符合程度。
可以用来检验拟合优度。

曲线通过所有点；
χ2

min =0，参数的数目=数据点的数目。
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约束情况下的最小二乘法
在处理实际问题中，常常会遇到测量量本身要受到某些物理定律的约束。

2 1( ) ( ' ) ( ' )
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T

i

x x x V x x
x i l l

χ
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−= − − =

=

G G G G G
G

最小

( )=0,  (共 个约束条件)

求解可以采用拉格朗日乘子法，对每一个约束引入修正因子αi，有

2 1( , ) ( ') ( ') 2T Tx x x V x x xχ α α ψ−= − − + =
G G G G G G

( ) 最小

例如，能动量守恒，衰变顶点约束等等。无参数的最小二乘问题变为

1
' '
1

( ,..., )

' ( ,..., )
m

m

x x x

x x x

= =
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∂
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G G G
，其中 矩阵

可以证明，在经过 n 次迭代以后，第 n+1 次的值为
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约束情况下的最小二乘法(续)
当经过 n+1 次迭代以后，满足下式时即可终止

2 ( 1) ( 1) 2 ( ) ( )

12 ( 1) ( 1)

( 1)
2 1 2

( , ) ( , )
( , )

( ) ,

n n n n

n n

n

x x
x

f x

χ α χ α ε
χ α

ε ε ε

+ +

+ +

+

−
<

<

G G
G

G
这里 与 均为小量。

在粒子与核物理实验中，为了提
高测量精度而采用的四动量拟合
(4-C fit)或顶点拟合(1-C fit)，
大都采用该方式来进行。

2 2
min ( )lχ χ∼

例如，实验观测衰变

0 0,ρ π π π γγ± ±→ →
对光子的能量测量通常较差，
从而影响到 ρ ± 的重建。可以
利用π0质量约束，进行1-C 
拟合，改善对光子的测量精度。

ρ±改善前的 信

号不变质量谱

ρ±改善后的 信

号不变质量谱
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检验最小二乘法的拟合优度

那么χ2
min 服从在 N-m自由度下的最小二乘概率密度函数分布。

据此来计算P-值

, 1,...,   ( )  ( ; )  i ij iy i N V xλ θ θ=
G

如果 是高斯量 已知 ，而且假设 是 的线性函数，

函数形式正确。

∫
∞

=
2
min

);(
χ

dznzfP d

例如考虑在前面双参数拟合的情况

263.03,99.32
min =→=−= PmNχ

也就是说，重复实验多次，有26.3%
的值将大于 χ2

min 。

进行1000次
蒙特卡罗实验

而对于水平线拟合，有

92
min 101.34,5.45 −×=→=−= PmNχ
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拟合优度与误差的最小值
小的统计误差并不意味着是一个好的拟合(反之亦然)

χ2曲线在其最小值附近变化给出统计误差；
χ2

min 的曲率大小给出拟合的优度。

在水平线拟合中，可以人为改变数据点纵向的位置，但保持误差不变，
使得

48.4

13.084.2ˆ
2
min

0

=

±=

χ

θ

方差与改变前一样，
但 χ2

min 变“好”了。

χ2(θ0)曲线只是向下平移，表明与
数据符合更好。但曲线形状并没有
发生变化，即误差并没有改变。

5.45

13.066.2ˆ
2
min

0

=

±=

χ

θ



15

拟合优度与误差的最小值(续)
估计量的方差告诉我们：

P-值告诉我们：

•如果实验从复多次，估计量 θ 分布有多宽。

•但是，它并不告诉我们假设是否正确。

•P-值太低，则假设可能有误，即存在系统误差。

•如果假设正确，并且实验重复了多次，实验与假设按照统计的χ2
min 

完全符合或符合得更差的比率是多少。
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最小二乘法处理分区数据

最小二乘法拟合使得下式有最小值

   

( ; )

N n

f x θ
G

在有 个区间，填入 次的直方图中，

假设概率密度函数  为 ，有

max

min

  

( ) ( ; ) ( )i

i

i

x

i i ix

y i

n f x dx npλ θ θ θ

=

= =∫
G G G
第 个区间的频数

∑
=

−
=

N

i i

iiy
1

2

2
2 ))(()(

σ
θλθχ
GG 2 [ ]i iV yσ = 为

先验未知量。

把 yi 看做泊松分布的随机变量，方差为

2 ( )  ( )i iσ λ θ=
G

最小二乘法

改进的最小二乘法虽方便了计算，

但对于有些区间频数太少时χ2
min

不再服从最小二乘的概率密度分布
函数(或无定义)。

2    ( )i iyσ = 改进后的最小二乘法
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最小二乘法的归一化问题

例如 n = 400次，N = 20个区间

∫ ==
max

min
)();(),( i

i

x

x ii pdxxf θνθννθλ
GGG

ν θ
G

尽量避免拟合规一化常数。例如，引入可调参数 ，并与 一起拟合。

 ˆ nν 对 而言是一个不好的估计量。

2
min

2
min

ˆ
2

ˆ

LS

MLS

n

n

χν

ν χ

= +

= −

解决的方法是从数
据中直接得到 n，
或者最好是用最大
似然法定n。

解决的方法是从数
据中直接得到 n，
或者最好是用最大
似然法定n。

ˆ
 

 
N n

ν
会出现当 大 小时，

的相对误差会变大。
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在PAW上的最小二乘拟合

例如: PAW>ve/cr par(3) r 100 0 1;h/fit 100 g ! 3 par      (拟合高斯分布)
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在ROOT上的最小二乘拟合

在图形显示屏幕中右击鼠标键，
可以出现拟合菜单，选择所需
的函数对直方图进行拟合。

或者采取如下方式：
root>hist->Fit(“gaus”);
root>hist->Fit(“landau”);
root>hist->Fit(“exp0”);
root>hist->Fit(“pol1”);
…
详见root用户手册
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用最小二乘法并合各实验结果
用最小二乘法得到 λ 的 N 个测量的权重平均值

cov[ , ], ,i j ijy y V=如果各测量量之间相关 通过求下式的最小值

∑
=

− −−=
N

ji
iiji yVy

1,

12 )())(()( λλλχ

∑

∑
∑

∑
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=
−
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−

=
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N

lk kl

N

j ij
i

N

i
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wVwV
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1,

1,
1

1
1

1

]ˆ[

)(

)(
,ˆ

λ

λ

2

, 1,...,

[ ],
i

i i

y i i N

V yσ
λ

= =

=

=

第 个测量结果

假设已知

真值

在各测量量不相关的情况下，
并合方法与最大似然法一样。

ˆ

,
λ最小二乘法得到的 是

无偏的 而且方差最小

(高斯-马科夫定理)。
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未知关联矩阵的并合问题
2 ( ) 1 Nχ λ > − 的情形

定义标度因子
2 /( 1)f Nχ= −

并合后的误差为 ˆ ˆ   f
λ λ

σ σ⇒

2 ( ) 1 Nχ λ < − 的情形

粒子数据组PDG
建议的处理方法。
结果比较保守。

对应于多次测量之间存在正关联的情况，得到的误差比真实结果要小。

可以考虑建立等效协方差矩阵(Schmelling M. Phys. Scripta, 1995(51):676)
2 ,    ,    ,    , 1,...,ii i ij i jV V f i j i j Nσ σ σ= = ≠ =

解方程

2 1

, 1

ˆ ˆ( ) ( )( ) ( ) 1
N

i ij i
i j

f y V y Nχ λ λ−

=

= − − = −∑ f ˆ[ ]V λ新的
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对两个相关实验求平均的例子
假设有两相关测量量 y1,y2 ，且

2
1 1 2

2
1 2 2

V
σ ρσ σ

ρσ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ σ

σρσσσ
σσρλ

σρσσσ
σρσσλ

=
−+

−
=

−+
−

=−+=

21
2
2

2
1

2
2

2
1

2
21

2
2

2
1

21
2
2

21

2
)1(]ˆ[

2
,)1(ˆ

V

wywwy

如果因第二个测量导致方差倒数的增加为

01
1

111
2

21
2
1

2 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

σσ
ρ

ρσσ

1 2/ 0wρ σ σ> → <如果 ，那么

加权平均的结果将不在 y1 和 y2 之间。

如果相关是由于使用相同数据的话，上述情况不可能发生，但有却可能
来自共同的随机效应；此时的平均值很不可信，例如 ρ，σ1，σ2 不正确。

如果相关是由于使用相同数据的话，上述情况不可能发生，但有却可能
来自共同的随机效应；此时的平均值很不可信，例如 ρ，σ1，σ2 不正确。

第二个测量结果对平均值有帮助。
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小结

1. 与最大似然法的联系

2. 线性的最小二乘法估计

3. 非线性的最小二乘法估计

4. 用最小二乘法检验拟合优度

5. 用最小二乘法处理分区数据

6. 不等精度关联实验结果的并合问题

对于高斯分布量 yi，两者相同

估计是通过求矩阵的逆来完成，估计量是测量量 yi的线性函数

估计是通过迭代来完成，方差可采用线性的情况χ2=χ2
min+1来近似

用χ2
min做拟合优度统计，满足N-m自由度下的χ2概率密度函数分布

把 yi当作泊松量，得到误差估计λi，或yi(推广最小二乘法)

对关联情况的处理，误差的修正
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习题

习题9.1 考虑用最小二乘法拟合直方图。假定直方图分为N个
区，以 yi 表示第 i 个区的频数，预期值为

这里 取决于未知参数 。如果用参数来代替总数 n ，同
时在对下式进行最小时给出

a)证明取 ，会导致对总数估计量为

b)并证明若 ，即改进的最小二乘法，会得到

max

min
( ) ( ; )i

i

x

i x
n f x dxλ θ θ= ∫

G G

( ; )f x θ
G

θ
G

2
2

2
1

[ ( , )]( , )
N

i i

i i

y λ θ νχ θ ν
σ=

−
=∑

GG

2
i iσ λ=

2
minˆ
2LS n χν = +

2
minˆMLS nν χ= −

2
i iyσ =



25

习题(续一)
习题9.2 考虑用最小二乘法拟合直方图。假定直方图分为N个
区，以 yi 表示第 i 个区的频数，预期值为 。假设总数 n
可以视为常数，从而 yi 满足多项式分布。
a)协方差矩阵 Vij=cov[yi,yj]为何？为什么该矩阵的逆不存在？
b)考虑只拟合头N-1个区的情况。找出协方差矩阵的逆，并证
明这等效于在不考虑相关情况下，拟合所有的N个区。

( )iλ θ
G

习题9.3 假设一样本容量为 n 的数据样本，每个事例包含了
N个测量量 y1,…,yN，该数据样本将用于拟合一些未知参数。
如果测量量之间是相关的，在构造 χ2量时，需要知道相关矩
阵的逆V-1。通常这可以通过首先测定相关系数 ρij=Vij/σiσj来得
到，例如，采用蒙特卡罗方法来计算。
a)在RCF边界中，已知有效参数估计量协方差矩阵的逆正比于
样本容量 n。证明如果这样的话，相关系数与样本容量无关。
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习题(续二)
b)证明协方差矩阵的逆为

(提示：可根据 ，两边同乘以ρ-1，
求和而得到。)

1
1 ( )

( ) ij
ij

i j

V
ρ
σ σ

−
− =

1 1( ) ( )ij ik kj ik kj k j
k k

V V Vδ ρ σ σ− −= =∑ ∑

习题9.4 考虑随机变量为x的两个部分重叠样本，分别具有 n
次与m次观测，两者重叠部分为c。假设 x 的方差 V[x]=σ2已
知，考虑样本平均值为

a)证明协方差为

b)求出 y1 与 y2 加权平均值和对应的方差或标准误差。

1 2
1 1

1 1,     
n m

i i
i i

y x y x
n m= =

= =∑ ∑
2

1 2cov[ , ] cy y
nm
σ

=
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