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本讲要点

数学公式,反应函数(矩阵)
求反应矩阵的逆

修正因子

正规化的开拆法

估计量的方差与偏置

正规化参数的选择

举例

a) Tikhonov 规则
b) MaxEnt 规则
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图像还原问题

⊗ ＝

一个常见的问题：由于实验仪器的原因而出现图像变形，例如

如果，已知 通过探测器模拟可以
给出其影响的形式

实验观测分布

能否还原出不受实
验仪器影响的分布？

能否还原出不受实
验仪器影响的分布？

Unfolding(开拆法)

真实分布
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开拆问题的表述
考虑有随机变量 ，我们的目标是要找到概率密度函数

如果函数可参数化为　　　　，那么确定概率密度函数，等效于

若无参数化形式，可通过构造直方图

y )(yf
);( θyf

最大似然法 θ̂

bin 
( ) 1,...,j j

j tot j

p f y dy j M

pμ μ

= =

=

∫
“真实的直方图”

目标：为 (或 )构造估计量jμ jp

问题： 在测量时不可能没有误差y
参数的数目=区间的数目M

 ( ) f y
各区间之间填入的数目互

串,导致 散开变宽。
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反应矩阵
测量误差的影响:

数据：

=y 真值； 观测值=x
∫= dyyfyxRxf truemeas )()|()(

写成离散形式

NiR
M

j
jiji ,...,1,

1
==∑

=

μν

观测直方图
(期待值)

反应矩阵

真实直方图(  |  )ijR P i j= 观测值在第 区 真实值在第 区

][
),...,( 1

ii

N

nE
nnn

=
=
ν这里

注意： 是常数， 会受
到统计涨落的影响。

νμ, n
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效率，本底
有时侯，事例可能会不被探测到

是在观测直方图上预
期的本底数目，并假设它是已知的。

有时在无真实事例发生的
时候，也有事例被观测到

1 1
(   |   )

( |
( )

N N

ij
i i

j

R P i j

P j
ε

= =

=

=

=

∑ ∑ 观测值在第 区 真实值在第 区

观测值在全范围 真实值在第区)

效率

∑
=

+=
M

j
ijiji R

1
βμν

iβ

取决于在第 j 区的真实直方图
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各关键量总汇

“真实”直方图:

观测直方图的期待值:   

反应矩阵:

效率:

∑
=

==
M

j
jtotM

1
1 ),,...,( μμμμμ

概率:

观测直方图:

totMppp μμ /),...,( 1 ==

),...,( 1 Nννν =
),...,( 1 Nnnn =

(   |   )ijR P i j= 观测值在第 区 真实值在第 区

∑
=

=
N

i
ijj R

1

ε ),...,( 1 Nβββ =预期的本底:

βμν +== RnE ][

为了找到 的估计量，需要相关的概率理论，例如: i
i

e
n

nP
i

n
i

ii
ννν −=

!
);(

泊松分布，或关联矩阵 以便构造],cov[ jiij nnV = 2log χL 或

μ

M个区间

N个区间
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为什么要用开拆法
一般而言，我们并不需要开拆法，例如当比较现有理论的预期值时，最好
是将探测器相应叠加到理论中去。即在预期值中包含探测器效应并与未修
正的原始数据 相比较。

但是，不将实验数据进行开拆处理，结果发表后，有关反应矩阵的知识将
不在保留。而且，开拆后的分布可以直接与各种理论的预言相比较，也可
以与别的实验经过开拆以后的分布相比较。

n

通常开拆的结果更为有用，因为当反应矩阵变得不可恢复时，即使对实验
结果可能又有了新的理论解释，也很难进行理论检验。

在粒子物理研究中，开拆法常用的领域为：

•结构函数
•τ 的谱函数(也就是强子不变质量谱)
•强子事例形状分布
•粒子多重数分布
•．．．
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反应矩阵的逆
假设 的逆存在:

若数据是泊松分布

βμ

最大似然法的估计量为

ν += R )(1 βνμ −= −R

i
i

e
n

nP
i

n
i

ii
ννν −=

!
);(

∑
=

−=
N

i
iiinL

1
)log()(log ννμ

)(ˆˆ 1 βμν −== − nRn

则有

μ ν

n μ̂

若Ｒ的非对角元太大，即区间
宽度比分辨率要小时，会导致
上式有很大的方差，以及在相
邻区间产生很强的负关联。

若Ｒ的非对角元太大，即区间
宽度比分辨率要小时，会导致
上式有很大的方差，以及在相
邻区间产生很强的负关联。

？
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错误的原因
假设 真的有精细结构

应用R给出观测期待值
时，虽然一些结构还能
留下，但大部分的精细
结构都被抹平了。

应用R-1到 恢复精细结构：

采用观测值时，由于统计涨落的缘故， 有不少非物理因素造成的突起。

μ
μ

μν R=

ν νμ 1−= R 但我们没有 只有ν n
n

R-1“认为”这是与原来的精细结构有关，导致 有振荡效应。1ˆ R nμ −=
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重新研究最大似然法的解

是无偏的!

计算估计量的方差

μβμ =−= − )][(]ˆ[ 1 nERE

1 1 1 1

, 1 1

ˆ ˆcov[ , ] ( ) ( ) cov[ , ] ( ) ( )
N N

ij i j ik jl k l ik jk k
k l k

U R R n n R Rμ μ ν− − − −

= =

= = =∑ ∑

利用RCF边界做无偏估计量 ∑
=

− =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂
−=

N

i i

ilik

lk
kl

RRLEU
1

2
1 log)(

νμμ

倒数后给出 ∑
=

−−=
N

i
kjkikij RRU

1

11 )()( ν
即使最大似然法在各无偏估计
中给出的方差最小。但得到的
方差可能仍然很大。

为了减小方差，必须引入一些偏置量

策略：接受小的偏置量(系统误差)以换取大幅减小方差(统计误差)。策略：接受小的偏置量(系统误差)以换取大幅减小方差(统计误差)。

, ]
i

k l kl k

n
n n δ ν=

是独立的泊松变量

时，cov[
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简单方法：修正因子法

对 做相同的分区，并取 ,

与 是来自无本底情况下的蒙特卡罗模拟结果。

通常 ，因此方差不会被放大。但偏置 为

νμ, )(ˆ iiii nC βμ −= ( )
MC
i

i MC
i

C μ
ν

= 修正因子

MC
iν

MC
iμ

2ˆ ˆcov[ , ] cov[ , ]ij i j i i jU C n nμ μ= =

)1(OCi ≈ iii Eb μμ −= ]ˆ[

,
MC

sig sigi i
i i i i iMC sig

i i

b μ μ ν ν ν β
ν ν
⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

这里 。

注意：该偏置量存在把 拉向 的倾向，造成模型检验的困难。μ̂ MCμ

1）如果分区宽度 ≥ 几倍的分辨率，结果不会太坏。
2）实际应用中，该方法常用于事例形状变量的分布研究中。

1）如果分区宽度 ≥ 几倍的分辨率，结果不会太坏。
2）实际应用中，该方法常用于事例形状变量的分布研究中。

除非模拟采用的模型无误，否则上式不为零，需要考虑对应的系统误差。
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例子：脉冲形状的还原

÷ ＝

将理论(真实)的直方图除以受实验仪器影响的直方图得到修正因子

将观测直方图乘以修正因子直方图得到理论(真实)的直方图

＝⊗
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正规化的开拆法
考虑“合理的”估计量，使得某些　　　　满足LlogΔ

LLL loglog)(log max Δ−≥μ
估计量可通过将下式求最大值，选出最“光滑的”一个来构造

)()(log)( μμαμ SL +=Φ
=)(μS 正则化函数(光滑的量度)

=α 正则化参量(选择给出
欲求的 )LlogΔ

另外，要求开拆后对总事例数的估计为无偏的

∑ ∑
=

==
N

i ji
totijiji nR

1 ,
μν

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++= ∑

=

N

i
itotnSL

1
)()(log),( νλμμαλμϕ λ :拉格朗日乘子

在约束情况下将下式求最大值

,
 

Rν μ β
μ

= +因

所以是 的函数

log  
 

L n
ν

Δ 描述了数据 与期

待值 之间的“距离”。

μ
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正规化的开拆法(续)

tot

N

i
i n=→=∂∂ ∑

=1
0/ νλϕ

∞→
=

α
α 0 给出最光滑的解(数据无关)

给出最大似然解(方差可能太大)

( )S μ

显然，

需要正规化函数 与如何取 α 值的方案。

所得到的估计量的好坏由它们的偏置和方差来判断。

a) Tikhonov 规则
b) MaxEnt 规则
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Tikhonov 规则
取光滑度等于第 k 阶导数均值的平方，有

[ ] ...2,1,)()(
2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫ kdy

dy
yfdyfS k

true
k

true 这里

通常取 k=2，使得 S 约等于曲率平方的平均值。对直方图而言，也就是

∑
−

=
++ −+−−=

2

1

2
21 )2()(

M

i
iiiS μμμμ

注意：2 阶导数对直方图的第一和最后的区间没有很好的定义。

如果在 下，采用Tikhonov(k=2)规则，
2

2
1log χ−=L

2( , ) ( ) ( )       
2 iSαϕ μ λ χ μ μ μ= − + 是 的二次项

令 的导数为零，给出线性方程。ϕ

在高能物理界现有好
几个现成的程序：
RUN，Blobel, SVD, 
Höcker,…

在高能物理界现有好
几个现成的程序：
RUN，Blobel, SVD, 
Höcker,…

Sov. Math.5(1963)1035
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最大熵(MaxEnt)规则
另一种表征光滑度的方法基于熵。对于一组概率而言，它表示为

∑
=

−=
M

i
ii ppH

1

log

所有 相等意味着熵最大(最光滑)ip
有一个 ，其它为零，则意味着熵最小1=ip
用熵作为正规化函数，

1
( ) ( ) log

log( M

M
i i

i tot tot

tot

S H μ μμ μ
μ μ

μ
=

= = −

∝

∑
填入 个区间中各种可能的总数)

有时侯，根据贝叶斯统计 的先验概率密度函数(?)μμ →)(S
这里，我们坚持采用经典近似: 估计量的好坏由偏置，方差来判断。

注意：熵并不取决于区间的顺序。注意：熵并不取决于区间的顺序。

Ann. Rev. Astron. Astrophys.24 (1986)127



18

的方差与偏置μ̂
一般来说，决定 的方程是非线性的。在 附近展开)(ˆ nμ obsn )(ˆ nμ

1

2

2

2

2

2

2

ˆ ˆ( ) ( ),

,   , 1,..., ,

1   1,..., , 1,

0,  1, 1,  

,   1,..., , 1,..., ,

1,   1, 1,..., .

obs obs

i j

ij
i

i j
ij

j

n A B n n

i j M

A i M j

i M j M

i M j N
n

B
i M j N

n

μ μ

ϕ
μ μ

ϕ
μ λ

ϕ
λ

ϕ
μ

ϕ
λ

−≈ − −

⎧ ∂
=⎪∂ ∂⎪

⎪ ∂⎪ M= = − = = +⎨∂ ∂⎪
⎪∂⎪ = = + = +
∂⎪⎩

⎧ ∂
= =⎪∂ ∂⎪= ⎨

∂⎪ = = + =⎪∂ ∂⎩

， G. Cowan, Statistical
Data Analysis, Oxford
University Press(1998)

ϕ为非正规的似然函数



19

的方差与偏置(续)μ̂
利用误差传递得到协方差 ˆ ˆcov[ , ],ij i jU μ μ=

,1BACCVCU T −== 这里

以及对偏置的估计量， ,]ˆ[ iii Eb μμ −=

∑ ∑
= =

−
∂
∂

=−=
N

j

N

j
jj

j

i
jjiji n

n
nCb

1 1

),ˆ(
ˆ

)ˆ(ˆ νμν

此处 而且通常情况下.ˆˆ βμν += R ˆ nν ≠
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正规化参数α的选取

α 决定了置于数据的权重大小以便能与光滑度相比较， α =0给出最大

的光滑估计值，并与数据无关。因此虽然方差为零，但有明显的偏置。

而取大的α ，则回到高度振荡无偏的最大似然解。

为了在偏置与方差之间达到最大平衡:选择α使均值误差的平方最小

( )
2

2

1 1

ˆ1 1ˆ ,  .
ˆ

M M
ii i

ii i
i i i

U bMSE U b Weighted MSE
M M μ= =

+
= + =∑ ∑或

或要求偏置不大于它自身的估计方差 。它可以找到α的值使得

2
2

1

ˆ ˆ ˆˆ cov[ , ].ˆ
M

i
b ij i j

i ii

b M W b b
W

χ
=

= = =∑ 这里

ˆ
iiW

G. Cowan, Statistical Data Analysis, Oxford University Press(1998)
M。 Schmelling, NIM A340(1994)400
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例子:Tikhonov规则(k=2)
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例子:最大熵(MaxEnt)规则
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一个在图像处理中的最大熵例子

最大熵值方法常用
于天文观测图像的
重建,与点源的偏
置较小,易于推广
到两维以上的情况。

最大熵值方法常用
于天文观测图像的
重建,与点源的偏
置较小,易于推广
到两维以上的情况。
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例子： τ 的谱函数
( ) ( )X ud

X
X usτ ττ ν τ ν→ →为了测定奇异夸克质量，实验上可采用比较 与 中,

的质量平方差

00 2 2( ) ( )M ud M usΔ = −

— =

sm Eur. Phys. J. C11: 599, 1999

Tikhonov 规则 修正因子方法

由于探测器对两者影响各不相同，因此，需要用开拆法求出“真实”分布。
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小结
1. 数学上的原理

2. 求反应矩阵的逆

3. 修正因子

4. 正规的开拆过程

5. 估计量的方差与偏置

6. 正规化参数的选择

7. 例子

  ,   n Rμ ν μ ν β μ= +真实直方图 ，数据 以及其期待值 ，满足 目标是构造 的估计量。

有很大的振荡行为(及大的方差)，但在各种无偏解中具有零偏置与最小的方差。

/MC MC
i i iC μ ν= ,方法又快又简单。

Tikhonov:  k
MaxEnt: logi i

i
H p p= −∑
从第 阶导数的均方值中进行光滑处理

从 熵中进行光滑处理

在求解过程中采用了线性近似，因而不是无偏的

2 M( )χ =无最好的方案，可以采用 区间总数 的方案。

只要探测器的响应可知，就一定可以得到真实的分布
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