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第十讲：矩方法
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本讲要点

矩的几种定义

简单的矩方法

一般的矩方法

矩方法与最大似然法和最小二乘法的比较
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自旋宇称在实验中的确定问题

−+ +→+→Ψ KKXXJ ,/ γ

注意：X 可以包含有几个粒子
(如左图)。
已知：与自旋宇称有关的概率
密度函数包含三个实验观测角
度和一个不变质量。
问题：能否存在一种简单而又
不失精确度的方法确定自旋？

)1525('2f )1710(X

实验上通常观测的是几种态的叠加，需要用几方面的实验观测来区分各
种可能的自旋取值以及相应分布范围，例如

矩方法。

不可能从质量范围来
定义单一的粒子态！
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概率分布中的矩定义

∫ −= dxxPxx k
k )()( 0μ

如果令 x0=0，则一阶矩就是随机变量 x 的期待值定义(也称作一阶代数矩)

1)(][ μμ ′=== ∫ dxxxPxE

如果令 x0=E[x] , 随机变量 x 围绕期待值的二阶矩就是随机变量 x 的方差
定义(也称作二阶中心矩)
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代数矩
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考虑一个服从概率密度函数 的连续随机变量 。定义围绕一

矩固定值 的第 阶 或简单矩为
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代数矩与中心矩的关系

代数矩 中心矩
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低阶矩之间的
关系

一般情况下，它们的关系可以有如下表示
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∑ 高阶矩对研究概率密度函数在
|x-μ|大值区间的行为很有帮助。

对称分布的所有奇数中心矩为
零。

高阶矩对研究概率密度函数在
|x-μ|大值区间的行为很有帮助。

对称分布的所有奇数中心矩为
零。
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统计样本矩的定义
假设观测值 x=(x1,…,xn) ，则 k 阶样本代数矩定义为

相应的一阶样本代数矩与二阶样本中心矩就是通常定义的样本平均值与
无偏的样本方差
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用简单矩方法测定待定参数
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解出待定参数

可以证明样本矩的协方差矩阵为
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考虑采用计算随机变量 自身代数矩的简单方法，对含有 个参数

的概率密度函数情况，可以通过使 个不同阶代数矩

与对应的样本矩相等，建

)  

立方程组
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角分布理论的简单验证
在实验 中，理论预言角分布为

−+−+ → μμee

将角分布归一化变为 cosθ 的概率密度函数，则其二阶代数矩期待值

θ )cos1(
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θ

+= n
d

dn n=事例数

为了验证理论，我们计算 cosθ 二阶代数样本矩平均值
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22 cos1cos θθ 假设的统计检验可以通过简单比较二阶
代数矩的期待值与样本矩平均值来完成。

假设的统计检验可以通过简单比较二阶
代数矩的期待值与样本矩平均值来完成。
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简单验证中的误差估计
在前面例子中对于不含参数的简单情形 cosθ二阶代数矩平均值的误差估
计可以按下列方法进行

4.0][cos2 =θE已知真值

样本矩的方差为 ∑
=
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i
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n
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2222 ])[cos(cos1 θθ

样本矩平均值的方差可以证明为 nSV /]cos[ 22 =θ

0.39±0.01 观测值在一个标准误差范围内与理论预期相符。

21000 0.39 0.1 ,5, Sθ = =2假设实验观测 次， 并计算出 则实验cos 结果报告为
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含参数情况举例
在上例中，假设已知理论中包含一未知参数 α，例如

和前例一样，计算出 cosθ二阶代数矩的理论期待值
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则参数 α与二阶代数矩的关系为

θ
θα

2

2

cos53
)1cos3(5ˆ

−

−
=

只要函数是可积的，采用矩方法原则上就可以测定参数。只要函数是可积的，采用矩方法原则上就可以测定参数。
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简单矩方法应用的其它问题
非物理解问题：利用矩方法测定参数，可能会出现非物理结果。例如前
例的二阶代数矩中，如果

2cos 0.6θ α→ ⇒ →∞
在矩方法中，我们无法加上限制条件使得参数的测定值保持在物理允许
的范围内。

假设检验问题：利用矩方法测定参数，由于只比较积分值并解方程得到
参数估计值，信息含量不足，因此无法判断所得到的参数是否合理。实
际应用中需要辅之以其它方法来检验。

适用范围问题：矩方法虽然简单，但在处理多参数问题中，由于涉及更
高阶的积分，使研究变得复杂。在这种情况下，可以考虑采用所谓的
“一般的矩方法”。
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一般的矩方法

简单矩定义

一般的矩定义

∫=′ dxxPxk
k )(μ

∫= dxxPxfkk )()(γ

把对随机变量求平均
推广到对随机变量的
函数求平均。

把对随机变量求平均
推广到对随机变量的
函数求平均。
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一般的矩方法(续一)
对于有 k 个参数情形，可以选用一组自变量为 x 的 k 个线性独立函数来
构造矩，其函数矩的期待值与估计值为

krdxxPxfrr ,...2,1,)|()()( == ∫ λλγ
GG

估计值为函数的样本平均值，相应的协方差矩阵元为
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一般的矩方法(续二)
例如，假设一角分布为
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三个参数可以从三个不同的样
本矩平均值中直接得到。

三个参数可以从三个不同的样
本矩平均值中直接得到。
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一般的矩方法(续三)
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由于矩的估计值就是函数的样本平均值，因此满足
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一般的矩方法(续四)
如果概率密度函数可以表示成
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一般的矩方法(续五)
在粒子物理与核物理研究中，所涉及的末态粒子角分布大都可以表示成
球谐函数的形式。
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因此，常常采用矩方法来从实验上测定粒子的自旋。

为了减少因矩方法经过积分后，可能因信息不全而带来的影响，通常计
算比待定参数的还要多的矩，比较对应的样本矩来构造最小二乘函数，
得到反映实验数据与理论模型之间拟合优度的定量表述，给出参数的估
计值。
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一般的矩方法确定粒子自旋
在北京正负电子对撞机中产生的一个物理过程过程

光子(γ)

e+

共振态(X)

e-

θ

K+

K-

J/Ψ

实验原理：根据角动量守恒，粒子X的自旋取值与其衰变的末态粒子

角分布有关。通过计算不同自旋取值、系统轨道角动量和自旋在系统
动量方向的投影所对应的函数矩，并与样本矩比较来确定粒子的自旋。

实验原理：根据角动量守恒，粒子X的自旋取值与其衰变的末态粒子

角分布有关。通过计算不同自旋取值、系统轨道角动量和自旋在系统
动量方向的投影所对应的函数矩，并与样本矩比较来确定粒子的自旋。
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确定粒子的自旋(续一)
−+ +→+→Ψ KKXXJ ,/ γ 注意：X可以包含有几个

粒子(如左图)。

)1525('2f
)1710(X

实验观测量: γ，Κ+与Κ-

的能动量，因此
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X，Κ+的能动量可给出K+

在X质心系的极角与方位
角 Ω=′′ ),( φθ能否观察自旋取值随质量的变化关系?能否观察自旋取值随质量的变化关系?
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确定粒子的自旋(续二)
光子

θ +e

xyr

x′
y′

z′ +KX粒子方向

θ ′

φ′)0,,( θφ ′′=Ω

在任一X不变质量区间与角度相关的概率密度函数与矩函数为

( , | )W θ λΩ
G

构造函数矩

*
0, ,0Re[ (0, ,0) ( )]j l

m mD Dθ− Ω

*
( , , ) 0, ,0( , | ) Re[ (0, ,0) ( )] cosj l

j l m m mT W D D d dθ λ θ θ−= Ω Ω Ω∫
G

⊗
( , , ) :j l m 是与自旋、轨道角动量、轨道角动量第三分量有关的量。

PRL 77, 3959 (1996)

λ
G
是表征动力学因子的参数
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确定粒子的自旋(续三)
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0++与2++干涉因子：α

原则上五个参数有五个矩方程即
可。构造额外的矩只是为了尽可
能包含数据的所有信息。

各种可能情况下任意一个质量区间的矩与参数A与B(螺旋度振幅)有关

原则上五个参数有五个矩方程即
可。构造额外的矩只是为了尽可
能包含数据的所有信息。
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确定粒子的自旋(续四)
实验观测的样本矩为
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确定粒子的自旋(续五)
该研究为了利用所有矩的信息，没有简单进行解方程求解参数值，而是，
将所有十个含参数的矩与对应的样本矩进行比较，构造 χ2量，即

与测量量相关的协方差矩阵可写为
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+−−= )( 11 COCV
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确定粒子的自旋(续六)
对十个矩进行参数拟合

按不变质量谱分成14个区间，
分别得到

10 11 21 10 , , , ,A A AB α

各螺旋度振幅随不变质量的
变化关系(右图)。
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确定粒子的自旋(续七)
−+ +→+→Ψ KKXXJ ,/ γ

通过应用函数矩方法，可以较为方便地区
分在不变质量分布上有重叠的不同自旋态。

通过应用函数矩方法，可以较为方便地区
分在不变质量分布上有重叠的不同自旋态。

归一到与左图
相等的事例数

自旋为0++

的振幅影响

自旋为2++

的振幅影响
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关于矩方法的一点评论
原则上，利用最大似然法也能进行同样的研究，但是考虑到不同自旋态
的联合概率密度函数必须已知，而通常情况下

( , | )W θ λΩ
G
是一个包含很多项的复杂函数

除非是对单个粒子态的不同自旋取值进行鉴别，可以采用最大似然方法，
否则最好是利用函数矩方法，将问题简化来研究。

1

( , | )ln ln
( ', ' | ) ( ', ' | , ) cos ' 'i

WL
W p d d

θ λ λ
θ λ θ θ θ=

Ω
= +

Ω Ω Ω Ω
∑

∫

G G
G

事例数

与 无关的项

拟合过程中每次参数变化都要重新计算，过程比较复杂

而在矩方法中，样本矩定义简单而且只需计算一次，参数的确定可简单
通过比较样本矩与函数矩来完成，比较直观简便。
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与最大似然法和最小二乘法比较

矩方法 最大似然法 最小二乘法

数据输入 单个事例 单个事例 直方图

多维问题 最容易 归一化较复杂 较难

充分性 会有信息丢失 最具充分性 有时与区间大小有关

一致性 收敛于真值 收敛于真值 收敛于真值

有效性 不是最有效 通常最有效 基本上与似然法一样

无偏性 渐进无偏 渐进无偏 渐进无偏

拟合优度 较难评估 较难评估 很容易

充分性：估计量应包含观测值对于未知参数的全部信息；
一致性：样本容量增大时，估计值收敛于真值；
有效性：估计量的分布对其期望值具有最小方差；
无偏性：无论样本容量多大，估计值与真值无系统偏差。
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小结

1. 矩的定义

2. 简单矩方法

3. 一般矩方法

4. 与最大似然法和最小二乘法比较

简单矩，代数矩，中心矩

根据参数个数，建立不同阶代数矩方程并求解

把随机变量的函数看成新的随机变量，定义函数矩方程并求解

对处理自旋宇称分析这类多维问题具有优势，但通常是结合最小二
乘法来估计参数值。
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习题

习题10.1 假设有一组观测量 x=(x1,…,xn), 试证明其第 k阶与
第 l 阶代数矩协方差矩阵元可写为

)(
1

1),cov( lklk
lkkl xxx

n
mmV ⋅−

−
≅′′= +

习题10.2 假设有一组观测量 x=(cosθ1,…,cosθn), 理论预期的
角度分布满足

试写出简单矩方法中的二阶代数矩的方差，并说明所得到的
参数估计值正负误差可以是不对称的。

2( ; ) 1 ,     1 1f x x xα α+ − ≤ ≤ +∼
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