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摘 要

摘 要

中微子振荡证明中微子质量非零，是超出标准模型的新物理。目前中微子质

量顺序等问题仍悬而未决，这些问题要求下一代中微子探测器拥有更大的体积和

更高的能量分辨率。江门中微子观测站（JUNO）使用两万吨液体闪烁体和高覆盖
率的光电倍增管，目标以六年运行时间使中微子质量顺序测量达到 3𝜎 的显著度。
本论文针对在 JUNO和类似实验中提高能量分辨率的关键问题开展研究，主要工
作和创新点为：

1. 根据电子事例的顶点特征建立了点源响应模型。为描述光子在探测介质中
传播的非齐次泊松过程，该模型对这个过程采用 Zernike和勒让德组合的多项式逼
近，使其可应用于任意尺寸的球形液体闪烁体探测器。为研究光子在液体闪烁体

及其外以水为屏蔽介质的光学传播过程，本文利用 GEANT4模拟了这种几何构型
下的探测器光学效应，包括全反射、多次反射等，据此得到光子按照不同路径的传

播方式。对不同路径光子的传播分别用多指数函数描述，改进了光学传播过程的

多项式逼近方法，以提升模型精度。

2. 基于点源模型我们描述了多点源事例。中微子信号与任意本底混合包括了
暗噪声、堆积和正电子事例，光子传播仍是非齐次泊松过程。通过构造基于该模

型的似然函数重建了信号及其本底的能量和位置。与时间窗法相比，我们发现在

JUNO中该模型有助于剥离暗噪声对能量测量的贡献，由此相对提升了1 %的能量
分辨率。此外，对于堆积事例和正电子事例可借助该模型通过多点源的分辨能力

提升0.5 %。
3. 把该模型进一步用于处理 JUNO实验中内部支撑结构的影响，并基于其几

何特征对模型添加了非球对称修正。本文利用菲涅尔定律预测了受支撑结构影响

的光子范围，并在该范围内基于模拟数据确定了影响程度，以作为点源响应模型

的修正。修正后的模型用于重建可以提升3 %的能量分辨率。

关键词：中微子，液体闪烁体；事例重建；点源响应模型；PMT暗噪声
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Abstract

Abstract

Neutrino oscillations indicate that neutrino has non-zero mass, showing new physics
beyond the Standard Model. The neutrino mass ordering is still unsolved, requiring neu-
trino experiments with larger volume and higher energy resolution next generation. Jiang-
menUndergroundNeutrinoObservatory (JUNO) is going to use 20 000 t liquid scintillator
and high-coverage photo-multiplier tubes, aiming to measure neutrino mass ordering with
a significance of 3𝜎 in 6 years. This paper focuses on the key issues of energy resolution
improvement in JUNO and similar experiments. The main work and innovations are as
follows:

1. We model the point source response model according to the vertex features of
the electron events. The photon propagation process is an inhomogeneous Poisson pro-
cess. To describe this process, the model utilizes Zernike and Legendre polynomials to
make approximations, which is applicable to any spherical liquid scintillator detectors.
This paper uses GEANT4 to study the optical process of photon propagation in the liquid
scintillator with a water buffer. The optical effects include total reflection, multiple reflec-
tions, etc., which help obtain photon propagation along different paths. Based on these
paths, we describe the different photon propagations using multi-exponential functions.
By obtaining a better approximation than polynomials, we improved the model accuracy.

2. We describe the multiple point-source cases based on the point-source model.
When neutrino signals are mixed with any background, including dark noise, pile-up,
and positron events, the photon propagation is still an inhomogeneous Poisson process.
We construct the likelihood function based on the model, and reconstruct the energy and
vertex of the signal as well as backgrounds. Compared with the time window method,
we found that in JUNO, this model helps to reduce the contribution of the dark noise to
the energy measurement, improving the energy resolution of 1 %. In addition, benefiting
from the multi-site discrimination ability of the model, the energy resolution of pile-up
and positron events improve by 0.5 %.

3. We further apply the model to deal with the influence of internal support struc-
tures in the JUNO experiment and modify the model based on the spherical asymmetry
of the detector geometry. In this thesis, we use Fresnel’s law to predict the region where
photons are affected by the supporting structure and determine the influence based on the

II



Abstract

simulation of this region. The results are used for the correction of the point-source re-
sponse model. The reconstruction shows an energy resolution improvement of 3 % after
the correction.

Keywords: Neutrino; Liquid scintillator; Event reconstruction; Point-source response
model; Dark noise of the PMT
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LS 液体闪烁体（Liquid scintillator）
PMT 光电倍增管（Photomultiplier tube）
MCP-PMT 微通道板光电倍增管（Microchannel plate PMT）
SiPM 硅光电放大器（Silicon photomultiplier）
PE 光电子（Photoelectron）
TOF 飞行时间（Time of flight）
TT 渡越时间（Transit time）
TTS 渡越时间离散（Transit time spread）
Probe 点源响应模型

SM 标准模型（Standard Model）
SNU 太阳中微子单位（Solar neutrino unit）
SSM 标准太阳模型（Standard solar model）
PC 三甲苯

LAB 线性烷基苯

PPO 2,5-二苯基噁唑, 2,5-Diphenyloxazoze
bis-MSB 对-双 (σ-甲基苯乙烯基)-苯
BC 重心法（Bary-center）
MLE 极大似然估计（Maximum Likelihood estimation）
EM 期望最大化算法（Expectation Maximization）
MCMC 马尔科夫蒙特卡洛方法（Markov Chain Monte Carlo）
MCEM Monte Carlo Expectation Maximization
JUNO 江门中微子探测器

TAO 台山中微子探测器

CJPL 锦屏地下实验室（China Jinping Laboratory）
DN 暗噪声

NMO 中微子质量顺序

NO 正序

IO 反序
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1930年 Pauli [1]提出一种质量几乎为 0，反应截面极小的粒子来解释贝塔衰变
中能量、动量、角动量不守恒，并将其命名为中子。随着 1932年 Chadwick发现中
子，Fermi [2]将 Pauli预言的粒子命名为中微子，并假设其零质量、零电荷且自旋为
1/2。贝塔衰变的本质为

𝑛 → 𝑝 + 𝑒− + ̄𝜈𝑒. （1.1）

Pauli曾认为自己预言了无法发现的粒子。1942年王淦昌 [3]首先提出使用 Be
的 𝐾 轨道电子俘获探测中微子，其原理为

7Be + 𝑒−
𝐾 → 7Li + 𝜈𝑒. （1.2）

该实验于 1952年被 Allen证实 [4]，但并不是中微子存在的直接证据。

1956年 Cowan–Reines使用4 200L液体闪烁体对反应堆中微子进行探测，该
反应为反贝塔衰变（Inverse Beta decay, IBD）：

𝑝 + ̄𝜈𝑒 → 𝑒+ + 𝑛. （1.3）

该实验通过反符合技术减少了宇宙线的干扰，最终给出中微子的反应截面为 6.3 ×
10−44cm−2 [5]。这个实验开启了大实验装置的先河，Reines获得 1995年诺贝尔物
理学奖。

在如图1.1所示的标准模型中，中微子作为轻子分为三代，除上述的电子中微
子 𝜈𝑒之外，缪子中微子 𝜈𝜇于 1962年由 Brookhaven AGS实验 [6]观测到，陶子中微

子 𝜈𝜏 于 2000年被 DONUT实验 [7]发现，填补了标准模型的空白。

三代中微子只参与弱相互作用，包括通过交换 𝑍0 玻色子的中性流（NC）过
程和交换𝑊 ± 玻色子的带电流（CC）过程。本论文关注的中微子能量 CC仅对电
子中微子敏感。以上反应的费曼图如图1.2所示。

1.1 真空中的中微子振荡

标准模型中中微子的味本征态有三种 𝜈𝑒, 𝜈𝜇, 𝜈𝜏，质量均为 0。但是不同来源的
中微子实验相继观测到中微子在传播过程中会出现味本征态的转化，意味着中微

子发生了振荡。在中微子振荡理论中，中微子的质量非 0，是超出标准模型的物理
现象。

在该理论中，中微子的质量本征态有三种 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3，味本征态由质量本征态按

1



第 1章 引言

图 1.1 标准模型中的基本粒子。

(a) CC (b) NC

图 1.2 中微子参与 CC，NC的费曼图。

照一定比例叠加而成：

|𝜈𝛼⟩ = ∑
𝑖

𝑈 ∗
𝛼𝑖|𝜈𝑖⟩. （1.4）

其中 𝑈 为 PMNS矩阵，方程展开为

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜈𝑒

𝜈𝜇

𝜈𝜏

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑈𝑒1 𝑈𝑒2 𝑈𝑒3

𝑈𝜇1 𝑈𝜇2 𝑈𝜇3

𝑈𝜏1 𝑈𝜏2 𝑈𝜏3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜈1

𝜈2

𝜈3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. （1.5）
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不同味中微子的振荡概率 [8]为

𝑃 (𝜈𝛼 → 𝜈𝛽)

=
∑𝑖 |𝑈𝛼𝑖|2|𝑈𝛽𝑖|2 + 2 ∑𝑖<𝑗 [Re(𝑈𝛼𝑖𝑈𝛽𝑗𝑈 ∗

𝛼𝑗𝑈 ∗
𝛽𝑖) cos𝛥𝑖𝑗 − Im(𝑈𝛼𝑖𝑈𝛽𝑗𝑈 ∗

𝛼𝑗𝑈 ∗
𝛽𝑖) sin𝛥𝑖𝑗]

(𝑈𝑈 †)𝛼𝛼(𝑈𝑈 †)𝛽𝛽
.

（1.6）
其中 𝛥𝑖𝑗 ≡ 𝛥𝑚2

𝑖𝑗𝐿/(2𝐸)，且 𝛥𝑚2
𝑖𝑗 = 𝑚2

𝑖 − 𝑚2
𝑗。对于反中微子需要对 𝑈 取复共轭，因

此反电子中微子的存活概率为

𝑃 ( ̄𝜈𝑒 → ̄𝜈𝑒)

= 1 − 4

(∑𝑖 |𝑈𝑒𝑖|2)
2 ∑

𝑖<𝑗 (
|𝑈𝑒𝑖|2|𝑈𝑒𝑗|2 sin2 𝛥𝑚2

𝑖𝑗𝐿
4𝐸 )

.
（1.7）

其中 𝑈 可以写作三个混合角和三个 CP破坏相角的形式：

𝑈 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 𝑐23 𝑠23

0 −𝑠23 𝑐23

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑐13 0 𝑠13𝑒−𝑖𝛿

0 1 0
−𝑠13𝑒−𝑖𝛿 0 𝑐13

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑐12 𝑠12 0
−𝑠12 𝑐12 0

0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑖𝜌

𝑒𝑖𝜎

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑐12𝑐13 𝑠12𝑐13 𝑠13𝑒−𝑖𝛿

−𝑠12𝑐23 − 𝑐12𝑠13𝑠23𝑒𝑖𝛿 𝑐12𝑐23 − 𝑠12𝑠13𝑠23𝑒𝑖𝛿 𝑐13𝑠23

𝑠12𝑐23 − 𝑐12𝑠13𝑠23𝑒𝑖𝛿 −𝑐12𝑐23 − 𝑠12𝑠13𝑠23𝑒𝑖𝛿 𝑐13𝑠23

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑃𝜈 .

（1.8）

其中 𝑐𝑖𝑗 = cos 𝜃𝑖𝑗 以及 𝑠𝑖𝑗 = sin 𝜃𝑖𝑗，𝑃𝜈 为对角矩阵，使用 𝜌, 𝜎描述了马约拉纳相角，
与振荡无关。此时反电子中微子存活概率为

𝑃 ( ̄𝜈𝑒 → ̄𝜈𝑒) = 1 − sin2 2𝜃12𝑐4
13 sin

2 𝛥𝑚2
21𝐿

4𝐸

− sin2 2𝜃13 [
𝑐2

12 sin
2 𝛥𝑚2

31𝐿
4𝐸 + 𝑠2

12 sin
2 𝛥𝑚2

32𝐿
4𝐸 ]

（1.9）

该式依赖于 𝛥𝑚2
21，𝛥𝑚2

31，但是目前实验仅能给出 |𝛥𝑚2
31|的值，其符号尚未确定，该

值大于 0代表正序，反之代表反序。𝛥𝑚2
31 的符号是下一代中微子实验要解决的问

题之一，将在1.3节讨论。目前中微子振荡模型中参数的最佳拟合值 (bfp)如表1.1所
示。

1.2 中微子振荡的证据

中微子根据其来源可分为太阳、大气、反应堆以及加速器中微子等。在不同

实验上均观测到了其振荡的证据。

3
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表 1.1 中微子振荡中的参数的最佳拟合值 (bfp) [9]。

参数 bfp±1𝜎（正序） bfp±1𝜎（反序）

𝛥𝑚2
21/10−5eV2 7.42+0.21

−0.20 7.42+0.21
−0.20

𝛥𝑚2
31/10−3eV2 +2.515+0.028

−0.028 −2.498+0..028
−0.029

sin2 𝜃12 0.304+0.013
−0.012 0.304+0.012

−0.012

sin2 𝜃23 0.573+0.018
−0.023 0.578+0.017

−0.021

sin2 𝜃13 0.02220+0.00068
−0.00062 0.02238+0.00064

−0.00062

𝛿CP/∘ 194+52
−25 287+27

−32

1.2.1 太阳中微子

太阳的能量来源是核聚变，主要方式有 pp 链和 CNO 循环，如图1.3(a)所示。
图1.3(b)展示了标准太阳模型（Standard Sun model, SSM）预测的中微子通量。

(a)太阳中微子来源 [10]。 (b)太阳中微子预期通量 [11]。

图 1.3 不同类型太阳的中微子。

图(a)显示了太阳中微子的产生过程，包含 pp链和 CNO循环。图(b)为预测的太阳标准模
型下不同的中微子通量。

太阳中微子探测器主要分为四代：

第一代：放射化学法 20世纪 60年代后期，由Davis主导的Homestake实验 [12]拥

有1 478m的埋深，使用 C2Cl4对太阳中微子进行观测，该反应为

37Cl + 𝜈𝑒 → 37Ar + 𝑒−. （1.10）

最终观测到的中微子通量仅有理论预言的 1/3。同时期的实验还有 SAGE [13]，

4
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GALLEX [14]，GNO [15]等实验，其探测原理为

71Ga + 𝜈𝑒 → 71Ge + 𝑒−. （1.11）

中微子通量测量结果均低于预期。

第二代：水探测器神冈实验 [16]采用3 000 t超纯水为介质，利用式（1.12）中
微子与电子的弹性散射（ES），对电子在水中发出的切伦科夫光子进行观测。

𝑒− + 𝜈 → 𝑒− + 𝜈. （1.12）

神冈随后升级为超级神冈，由50 000 t超纯水和超过 13000个 PMT组成，测量的
8B通量仅有 SSM预测值约49 % [17]。

第三代：重水探测器 SNO [18]采用重水，可同时发生 ES、CC以及 NC，三代
中微子均可发生 ES，其中 𝜈𝑒的截面最大，反应为

𝜈𝑥 + 𝑒− → 𝜈𝑥 + 𝑒−, 𝑥 = 𝑒, 𝜇, 𝜏. （1.13）

仅有 𝜈𝑒参与 CC，反应为

𝜈𝑒 + 𝑑 → 𝑒− + 𝑝 + 𝑝. （1.14）

三代中微子 NC截面相同，反应为

𝜈𝑥 + 𝑑 → 𝜈𝑥 + 𝑝 + 𝑛. （1.15）

最终通过 NC测得的中微子通量与 SSM相符，但是 ES和 CC都有明显差异，说明
三代中微子总量不变，但是 𝜈𝑒的通量发生了改变，结果如图1.4所示 [19]。

图 1.4 SNO测得的不同反应道的中微子通量 [20]。

第四代：液体闪烁体探测器 液体闪烁体 [21]探测器极大的提高了探测器的能

量分辨率，并降低了探测阈值，从而提供了对 ∼1MeV甚至亚MeV能量测量的可
能性。其中 Borexino实验 [22]首次测出 pp, pep和 CNO中微子，并给出了 pp，pep，

5
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7Be, 8B和 CNO中微子通量。KamLAND实验 [23]也给出了7Be和8B的测量结果。
以上实验测量结果总结为表1.2，其中 SNU（太阳中微子单位，solar neutrino

unit）指每秒每个靶原子俘获 10−36 次。观测到的太阳中微子通量明显低于太阳标

准模型的预测值，是中微子振荡理论的重要实验证据。

表 1.2 不同实验的太阳中微子通量测量。

实验名称 靶材料 中微子种类 测量值

Homestake [12] C2Cl4 全部 2.56 ± 0.16 ± 0.15 SNU
SAGE [24] Ga 全部 65.4+3.1+2.6

−3.0−2.8 SNU

GALLEX + GNO [15] GaCl3 全部 69.3 ± 4.1 ± 3.6 SNU

KamioKande [25] H2O 8B 2.80 ± 0.19 ± 0.33 × 106cm−2s−1

Super-KamioKande [17] H2O 8B 2.345 ± 0.014 ± 0.036 × 106cm−2s−1

SNO [18] D2O 8B 5.25 ± 0.16+0.11
−0.13 × 106cm−2s−1

Borexino [26] LS pp 6.1 ± 0.5+0.3
−0.5 × 1010cm−2s−1

pep 1.27 ± 0.19+0.08
−0.13 × 108cm−2s−1

7Be 4.99 ± 0.11+0.06
−0.08 × 109cm−2s−1

8B 5.68+0.39+0.03
−0.41−0.03 × 108cm−2s−1

CNO 7.0+3.0
−2.0 × 106cm−2s−1

KamLAND LS 7Be [27] 5.82 ± 1.02 × 109cm−2s−1

8B [28] 2.77 ± 0.26 ± 0.32 × 106cm−2s−1

1.2.2 反应堆中微子

反应堆通过核裂变释放出大量的 ̄𝜈𝑒，主要核素有
235U, 238U, 239Pu, 241Pu [29]。探

测反应堆中微子的主要反应为 IBD：

̄𝜈𝑒 + 𝑝 → 𝑒+ + 𝑛. （1.16）

该反应阈值为1.8MeV。
若使用液体闪烁体进行探测，其物理图像为：正电子通常在迅速沉积全部动

能后湮灭，该过程将会释放出两个能量为0.511 keV的 𝛾，也有极低概率放出三个
𝛾 [30]。这些 𝛾 通过康普顿散射和光电效应将能量转移给电子，整个事例的尺度约
在几十厘米量级。随后中子俘获质子（𝑛H俘获）释放出2.2MeV的 𝛾，其平均时间
为200 us。正电子沉积能量的过程为快信号，𝑛H俘获产生的 𝛾 通过康普顿散射和
光电效应沉积能量，该过程为慢信号。快信号中的沉积能量包括正电子的动能及

6
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其湮灭产物的能量，其中正电子的动能和中微子能量直接相关。

慢信号

快信号

(a)正电子信号沉积能量过程。

cm

(b)快信号沉积能量过程。

图 1.5 液闪探测器中 ̄𝜈𝑒 的快慢信号沉积能量示意图。

中微子探测器到反应堆的距离为基线长度，不同基线长度对不同的振荡参数

敏感，其中短基线 (约1 km)可测量 sin2 2𝜃13，长基线可更准确的测量 𝛥𝑚2
21及 𝜃12。其

中基线长度为约50 km对中微子质量顺序敏感。不同实验汇总为表1.3，其中 Kam-
LAND见1.4.2节，JUNO见1.5节。

表 1.3 反应堆中微子实验的基线长度。

实验名称 基线长度/(km) 备注

Double CHOOZ [31] 1.05

RENO [32] 1.38

Daya Bay [33] 1.65

JUNO 53 在建中

KamLAND 180

1.2.3 大气中微子和加速器中微子

大气中微子主要来源是高能宇宙射线击中大气中的原子核后产生的强子簇射。

产物中的 𝜋介子可以产生 𝜈𝜇 以及 𝜈𝑒，是大气中微子的主要来源，其反应包括

𝜋+ → 𝜇+ + 𝜈𝜇, （1.17）

𝜋− → 𝜇− + ̄𝜈𝜇. （1.18）

随后的 𝜇±继续衰变，反应为

𝜇+ → 𝑒+ + 𝜈𝑒 + ̄𝜈𝜇, （1.19）

7
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𝜇− → 𝑒− + ̄𝜈𝑒 + 𝜈𝜇. （1.20）

产生的 𝜇±的通量约为 𝜈𝑒的两倍。在能量为1GeV时大约服从这个规律。能量更高
时到达地球表面还未衰变的 𝜇 变多，导致该通量比值偏高；在低能时，地球磁场
会影响宇宙射线方向向上和向下的比例，从下方来的中微子要穿越整个地球。超

级神冈实验中观测的是选择了行为像 𝜇的事例（𝜇-like events），假设中微子不发生
振荡且与物质发生反应的截面极小，则上下方向的中微子通量应该相等，定义不

对称性为

𝐴 = up − down
up + down

. （1.21）

其中 up代表向上的事例，包含天顶角 cos 𝜃 ∈ [−1, −0.2]的事例。down代表向下的事
例，包含天顶角 cos 𝜃 ∈ [0.2, 1]的事例。最终测得𝐴的结果为−0.296±0.048±0.001，
以超过 6𝜎的显著度证实了 𝜈𝜇 到 𝜈𝜏 的振荡

[34]。

为了验证超级神冈观测到的大气中微子振荡现象，加速器中微子利用加速器

中产生的纯 𝜈𝜇，其振荡概率为

𝑃 (𝜈𝜇 → 𝜈𝜏) = sin2 2𝜃 sin2
(

1.27𝛥𝑚2𝐿
𝐸𝜈 ) . （1.22）

其中𝐸𝜈为以GeV表示的中微子能量，𝐿为以km表示的基线距离，𝛥𝑚2为质量

平方差，𝜃为对应的混合角，由 𝜃23主导。KEK实验利用超级神冈观测 𝜈𝜇，最终接收

到的事例数为 112，而预期为 158.1+9.2
−8.6，以 4.3𝜎的显著度证实了 𝜈𝜇的振荡

[35]，并给

出 sin2 2𝜃 = 1时 𝛥𝑚2的最佳拟合值为 2.8 × 10−3 eV2。随后的MINOS [36] , T2K [37] ,
NO𝜈A [38]等实验也相继观测到 𝜈𝜇 及 ̄𝜈𝜇 的消失，并给出了更为精确的 sin2 𝜃23的限

制，如表1.1所示。OPERA实验 [39]则通过观测 𝜈𝜏 的出现证明了 𝜈𝜇 → 𝜈𝜏 的振荡。

1.3 中微子开放问题

中微子振荡需要六个参数拟合，此外还有与振荡无关的用于描述马约拉纳相

角的两个参数。目前仍然需要测量的参数有 𝛥𝑚2
31 的符号，𝛿CP 的精确测量以及

粒子是否为马约拉纳粒子。除此之外，还有中微子的绝对质量大小、惰性中微子、

𝜃23 > 45∘还是 𝜃23 < 45∘等。

𝛥𝑚2
31的符号该问题被称为中微子的质量顺序问题，式（1.9）显示电子存活概

率不仅与混合角有关，还与中微子的质量平方差有关。但是 𝛥𝑚2
31的符号无法确定，

其中 𝛥𝑚2
31基本和大气中微子相关，𝛥𝑚2

21主要和太阳中微子相关，但是反应堆中微

子测量的结果更准确。其中

|𝛥𝑚2
atm| ≈ |𝑚2

3 − 𝑚2
1|, （1.23）

8



第 1章 引言

𝛥𝑚2
sol = 𝑚2

2 − 𝑚2
1. （1.24）

由于 𝛥𝑚2
atm比 𝛥𝑚2

sol大出两个量级，因此中微子质量本征态对应的质量从小到

大排列有两种可能，𝑚1 < 𝑚2 < 𝑚3为正序（NO），𝑚3 < 𝑚1 < 𝑚2为反序（IO），其
中正序的 |𝛥𝑚2

31|要大于反序，使得正序的振荡频率更高，如图1.6所示。因此区分
正序或者反序需要很高的能量分辨率。目前的实验结果给出正序具有 2.7𝜎 的显著
度 [40]，JUNO实验旨在将该显著度测量提升至 3𝜎。

图 1.6 JUNO预期的反应堆中微子正序和反序下的能谱 [41]。

中微子无振荡时，JUNO观测到的反应堆中微子能谱为灰色实线，经过太阳项振荡后变为
灰色虚线，而正序和反序将会进一步振荡为蓝线和红线。

𝛿CP 的测量目前 𝛿CP 主要是测量正反中微子的振荡不对称性，其中不对称性
定义为

𝐴CP =
𝑃 (𝜈𝜇 → 𝜈𝑒) − 𝑃 ( ̄𝜈𝜇 → ̄𝜈𝑒)
𝑃 (𝜈𝜇 → 𝜈𝑒) + 𝑃 ( ̄𝜈𝜇 → ̄𝜈𝑒) . （1.25）

𝛿CP是当前T2K [42]与NO𝜈A [43]主要目标之一，也是未来Hyper-K [44]和DUNE [45]的

主要目标之一。

无中微子双贝塔衰变如果中微子是马约拉纳粒子，其反粒子为其本身。无中

微子双贝塔衰变 (0𝜈𝛽𝛽)可以为中微子是狄拉克型还是马约拉纳型粒子提供直接的
证据，与图1.7(a)中两个贝塔衰变的费曼图相比，0𝜈𝛽𝛽 如图1.7(b)所示。

这些开放问题对下一代中微子实验提出了更高的要求：必须拥有更大的靶质

量和更高的能量分辨率。虽然半导体探测器能量分辨率极高，但靶质量难以达到

吨量级甚至万吨量级。与之相比，液体闪烁体、水、液氩等材料受下一代中微子

实验青睐。液体闪烁体在拥有出色光产额的同时且成本较低，目前有 KamLAND-

9
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(a)双中微子双贝塔衰变费曼图。 (b)无中微子双贝塔衰变费曼图。

图 1.7 中微子双贝塔衰变费曼图 [46]。

Zen [47-48]，SNO+ [49]等实验使用。

1.4 基于液体闪烁体的中微子实验回顾与进展

与纯水作为探测介质的探测器相比，液体闪烁体最大的特点是其光产额远远

超过切伦科夫光的光子数，约为 103 ∼ 104/MeV，从而极大地降低了对中微子事例
探测的能量阈值。液闪探测器使用有机液体闪烁体，其主要成分包括荧光物质、波

长位移剂等。带电粒子在液体闪烁体中运动时，通过碰撞将能量传递给荧光物质

使其激发，处于激发态的液闪分子随后退激，释放出各向同性的光子，并通过波长

位移剂转化到波长更长的波段。从粒子沉积能量到释放出光子的过程中，光子的

产生时刻称为发光时间（time profile）。JUNO实验中电子的发光时间近似服从多
个指数分布叠加而成的概率密度分布，指数的衰减项称为衰减时间，液闪中可以

同时存在有多种衰减时间各异的成分。切伦科夫光在这个过程中依然存在，但难

以从液闪光子中分离，因此粒子的初始方向信息几乎丢失。

液闪探测器拥有良好的顶点、能量分辨率，一些液闪探测器的参数如表1.4所
示，其中能量分辨率定义为 𝜎𝐸 /√𝐸[MeV]，𝜎𝐸 为特定能量下的位于探测器中心的

能量重建结果标准差。

1.4.1 Borexino

Borexino CTF实验是 Borexino的前身，其位于意大利的Gran Sasso实验室，包
含4.3 t的液闪，缓冲物质为厚达4.5m的纯水，用于屏蔽外来本底。其拥有 100个
PMT，主要目的是实现对大质量超纯液闪探测器的运作、测量液闪放射性本底和

10
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表 1.4 不同液闪实验的材料在1MeV时能量、顶点（中心）分辨率。

实验名称 中心物质 缓冲物质 全反射 能量分辨率 顶点分辨率

Borexino CTF PC + PPO 水 有

Borexino PC + PPO PC 无 5 % ∼ 10 cm [50]

KamLAND 十二烷 +偏三甲苯 油 无 6.4 % ∼ 12 cm [51]

锦屏一吨原型机 LAB + PPO + bis-MSB 水 有 12 %
JUNO LAB + PPO + bis-MSB 水 有 3 % ∼ 8 cm [52]

TAO LAB + PPO + bis-MSB LAB 无 1.5 % ∼ 1 cm

校准，同时积累工程经验。Borexino CTF是第一个实现亚MeV量级的大型探测器，
其本底率极低，在 0.25-2.5MeV范围内达到 0.03/kg−1keV−1yr−1 [53]。

Borexino的结构如图1.8所示，其中心包含300 t的液闪，成分为三甲苯（PC）
和 ∼ 0.17 %的 2,5-二苯基噁唑（PPO），考虑吸收和重发射后衰减时间约为5 ns。液
闪位于直径为8.5m的球内，其有效体积为中心半径6m，有效靶质量为100 t。PMT
固定在直径为13.7m的钢架上。缓冲介质为纯 PC，保证了折射率密度与内部介质
相似却无法发光 [53]。

图 1.8 Borexino结构示意图 [54]。

Borexino可以达到 500光电子（PE）/MeV，能量分辨率约为 5%/√𝐸[MeV] [50]。
其对不同通量太阳中微子的测量结果可见表1.2，并首次观测到 CNO中微子，以及
第一次在液闪中观测到亚MeV级太阳中微子的方向信息 [55]。

11
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1.4.2 KamLAND以及 KamLAND-Zen

KamLAND位于神冈实验室，拥有1 000m的埋深，等效水深约为2 700m，宇
宙线通量为地平线的 10−5。其目标是测量反应堆中微子，距离核电站的平均基

线长度约为180 km。KamLAND 探测器的结构如图1.9(a)所示。其中靶物质为1 kt
的超纯液闪，填充于直径13m的球内。外侧有 1879个 20-inch的 PMT位于直径
为18m的钢架上，PMT覆盖率达34 %。中心采取油作为缓冲介质。其能量分辨率
为 6.4%/√𝐸[MeV]，顶点分辨率为12 cm/√𝐸[MeV] [51]。

KamLAND实验从 2002年开始运行，首次观测到反应堆中微子的通量是无振
荡假设的 0.611 ± 0.085 ± 0.041，是反应堆中微子振荡的直接证据 [56-57]。同时也对

太阳中微子进行了测量，并给出了中微子振荡参数的限制范围 [58]。

(a) KamLAND，来源 [56]。 (b) KamLAND-Zen，来源 [59]。

图 1.9 KamLAND及 KamLAND-zen结构示意图。

2011年起，KamLAND升级为 KamLAND-Zen，旨在通过136Xe测量无中微子
双贝塔衰变。主要改动为在探测器的中心加了液氙球，如图1.9(b)所示，最终给出
无中微子双贝塔衰变的半衰期 𝑇 0𝜈

1/2 > 2.3 × 1026 年 [48]。同时在反应堆停止期间给

出地球中微子的通量为 (3.6 ± 0.8) × 106cm−2s−1 [60]。

1.4.3 锦屏中微子实验

锦屏中微子实验位于四川省的西昌市内中国锦屏地下实验室 [61]一期实验厅

中，山体的最大埋深约为2 400m，其物理目标包括对太阳、地球、超新星遗迹中
微子的测量 [62]。其一吨原型机从 2017年 5月开始采数，不同时期探测器能标等
参数可见于赵林等 [63]的工作。

一吨原型机最外侧为铅屏蔽层，内部由不锈钢桶包裹。钢桶中心为盛满液闪

的亚克力球壳，以液闪中心为坐标系原点，球壳的半径为0.645m，厚5mm。在球
壳上方有进/出水口结构，下方有支撑的底座。30个 PMT按照垂直方向绕 𝑧轴排
为四排，数目分别为 5, 10, 10, 5，其高度分别为 ±0.700m, ±0.245m。PMT中心位
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于半径为0.832m的球面，光阴极与亚克力球壳外表面最小距离约为0.06m [64]。

锦屏中微子实验采用的液体闪烁体为慢液闪，为今后在液体闪烁体中区分闪

烁光和切伦科夫光预研 [65]。该配方以线性烷基苯（LAB）作为溶剂，掺有 0.01g/L
的 PPO作为荧光物质以及0.001 g/L的 bis-MSB作为波长位移剂。对于电子，可以
达到 4200光子/MeV和 65 PE/MeV，探测器中心能量分辨率约为 12%/√𝐸[MeV]。

Outlet

PMT

Base

Acrylic

图 1.10 通过 GEANT4 [66]模拟的锦屏一吨探测器模型。

锦屏一吨原型机的光学性质与 JUNO相似，本文将其视为 JUNO的缩小版，在
第4章用于研究探测器中以全反射为主的光学传播过程，并于4.3节讨论了不同光学
传播过程对重建的影响。

1.4.4 台山反中微子实验

台山反中微子实验（Taishan Antineutrino Observatory, TAO）[67]是 JUNO 计划
中的卫星实验。其基线长度约为30m，实验使用2.8 t的掺钆液闪，外层由超过 4000
片量子效率大于50 %的硅光电放大器 (SiPM)观测，覆盖率接近100 %。最终可以
实现4 500 PE/MeV。由于 SiPM本底较高，其被固定在-50度的铜面上。TAO主要
目的是为 JUNO提供精确的反应堆参照能谱，预期可以实现 1.5%/√𝐸[MeV]的能
量分辨率。

在本文中，TAO作为顶点分辨率极高且没有全反射的理想探测器，用于验证
多点源重建的可行性，可见于第6章。
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图 1.11 TAO探测器结构示意图。

1.5 江门中微子实验

1.5.1 JUNO中微子实验概况

江门中微子实验 (JUNO) 位于广东省江门市，主要目标为通过反应堆中微子
测量中微子质量顺序 [8]。实验选址距离阳江核电站与台山核电站均为53 km，如
图1.12所示，其埋深为700m。JUNO计划于 2023年开始取数，在六年达到中微子
质量顺序测量 3𝜎的显著度。其对能量分辨率的要求为 3%/√𝐸[MeV]。

图 1.12 江门探测器位置 [8]。

JUNO探测器的几何如图1.13所示：其整体为一圆柱，底面直径为43.5m，高度
为44m。中心是半径为17.7m的亚克力球壳，填充了20 kt的液体闪烁体。亚克力球
壳外以水作为缓冲介质，被称为水池 (Water Pool)。水中有用于固定的钢架，共有
17612个大 PMT被安装在半径为19.4m的球面上，这些 PMT分为滨松 (Hamamatsu)
PMT和北方夜视 (NNVT) PMT，直径为50.8 cm，覆盖率达75 %。除此之外，JUNO
在大 PMT缝隙中安装了 25600个来自海南展创 (HZC)的小 PMT，使得覆盖率提
升至78 %。水池的侧壁上也安装了 PMT，用于反符合外来 𝜇事例。在探测器的顶
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端有 top tracker，可以用于估计 𝜇入射方向 [68]。

图 1.13 江门探测器几何 [41]。

探测器在亚克力的外表面共有 590个锚结构（节点）连接着金属支撑杆，对应
图1.13中的 Connecting Bars，亚克力球壳的上方有进水口，对应 Chimney。这些结
构都破坏了探测器的球对称性，我们将在第7章详细讨论节点对重建性能的影响。

1.5.2 信号与本底

实验的信号为 IBD，如式（1.16）所示，其主要本底 [8]其中包括

• 9Li/8He：由于 JUNO 埋深只有近700m，其 𝜇 通量约为4Hz。12C 是液闪的
主要元素之一，被 𝜇击中后可以产生多种原子序数小于 6的宇生同位素，其
中9Li，8He在发生 𝛽衰变同时放出中子的分支比约为50.5 %和 16 %，对应的
半衰期分别为0.178 s和0.119 s，反应为

9Li → 8Be + 𝑒− + 𝑛, （1.26）

8He → 7Li + 𝑒− + 𝑛. （1.27）

产物沉积能量过程与 IBD相似，难以区分。
• 13C(𝛼, 𝑛)16O：由衰变产生的 𝛼可与13C发生反应，产生 (𝛼, 𝑛)本底，反应为

13C + 𝛼 → 16O + 𝑛. （1.28）

• 偶然符合：由两个发生时间相近的单事例引起，通过蒙卡模拟其事例率约为
410/天，经过级联信号筛选条件后可降至 1.1/天。

• 快中子：𝜇子打入探测器附近的岩石上或探测器边缘时，产生的快中子进入

15
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探测器后由于 𝑛H俘获产生2.2MeV的 𝛾，其事例率约为 0.1/天。
• 地球中微子：主要来自于 U/Th衰变中，发生 IBD反应，与信号完全相同。
其中点源状信号目前包括 𝑒−, 𝛼, 𝑒+, 𝛾。根据 IBD 快、慢信号在时空中的关联

性，筛选条件设置为

• 有效体积：𝑅 < 17.2m
• 快信号能量：[0.7, 12] MeV
• 慢信号能量：[1.9, 2.5] MeV
• 快慢信号时间差：小于1ms
• 快慢信号距离差：小于1.5m
• 𝜇 反符合：根据水池中的 PMT与 top tracker的重建效果，选取不同的位置、
时间 cut进行反符合。

如果能够进一步区分 𝛼, 𝑒−, 𝑒+, 𝛾，则可极大的提升筛选效率。这些本底经筛选后如
表1.5所示，数据来源于 2016年的计算 [8]。在探测器建设过程中，最新的结果如最

后一列所示 [69]，其中信号的统计量降低，将对 JUNO预期采数时间带来影响。

表 1.5 JUNO实验中的本底信号 [8]，数字为每天的事例数。

反应 快信号 慢信号 总事例数 筛选后数目 最新结果 [69]

̄𝜈𝑒 (IBD) 𝑒+ 𝛾 83 60 47

偶然符合 点源状信号 点源状信号 ∼ 5.7 × 104 0.9 0.8
13C(𝛼, 𝑛)16O 𝛼 𝛾 - 0.05 0.05

9Li/8He 𝑒− 𝛾 84 1.6 0.8

快中子 𝑛 𝛾 - 0.1 0.1

地球中微子 (IBD) 𝑒+ 𝛾 1.5 1.1 1.1

其他反应堆中微子 𝑒+ 𝛾 0 1.0

大气中微子 点源状信号 𝛾 0 0.16

1.5.3 显著度计算

在中微子质量顺序的测量中，JUNO 使用由期望观测正序与反序能谱以最小
二乘法构造 𝜒2 [8]：

𝜒2 =
𝑁bins

∑
𝑖=1

[𝑀𝑖 − 𝑇𝑖(1 + ∑𝑘 𝛼𝑖𝑘𝜖𝑘)]
2

𝑀𝑖
+ ∑

𝑘

𝜖2
𝑘

𝜎2
𝑘

. （1.29）
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该式的能量区间从1.8MeV到8.0MeV，共 200个区间。其中𝑀𝑖 是测量到的能谱，

𝑇𝑖为该区间的预测的中微子振荡后的事例数量，𝜖𝑘为 𝜎𝑘引起的测量数据偏差，称

为 pull parameter，𝛼𝑖𝑘为第 𝑖个区间里 𝜖𝑘的比例，𝜎𝑘为系统不确定度。正序和反序

的卡方值 𝜒2依赖 |𝛥𝑚2
𝑒𝑒|，中微子质量顺序的鉴别量 𝛥𝜒2

MH为正序和反序卡方值最

小值之差，即

𝛥𝜒2
MH = |𝜒2

min(NO) − 𝜒2
min(IO)|. （1.30）

能量分辨率及曝光量是影响显著度的重要参数。根据安丰鹏等人的计算 [8]，

JUNO 预期的中微子质量顺序鉴别量与能量分辨率及曝光量的关系如图1.14所示，
其中横坐标代表与曝光时间，六年对应 1。纵坐标为能量分辨率。等高线的数值对
应鉴别量 𝛥𝜒2

MH，该数值为显著度的平方。

图 1.14 JUNO预期的中微子质量顺序显著度和能量分辨率、曝光量的关系 [8]。

横坐标代表与曝光时间，六年对应 1。纵坐标为能量分辨率。等高线的数值对应鉴别量
𝛥𝜒2

MH，该数值为显著度的平方，3𝜎对应值为 9.0的等高线。

1.5.4 JUNO建设状态

实际建设过程中，JUNO实验的条件主要有以下改动 [41]：

• 反应堆未达到预期功率，曝光量变为原来的75 %。
• JUNO的埋深减少了约60m，𝜇数量增长了约 30 %。
• PMT的量子效率从预期的27 %变为 29 %，但是对单 PE响应的弥散变差。
这些改动将会影响 JUNO的能量分辨率和曝光量，从而使图1.14中的显著度变

差，将会使 JUNO的物理目标所需采数时间延长。本文致力于通过改进重建算法
来提升能量分辨率，希望使 JUNO如期完成物理目标。
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1.6 本文结构安排

本文首先回顾了中微子的发展历史及当前的开放问题，指出下一代中微子探

测器的核心是大体积、高能量分辨率。液体闪烁体由于其出色的光产额、材料性

质及价格得到众多实验的青睐。本文旨在通过改进重建算法为以 JUNO为代表的
下一代液闪探测器提升能量分辨率，并借助锦屏一吨原型机和 TAO等小型探测器
验证算法。

我们于第2章讨论了液闪探测器中能量分辨率的影响因素，并介绍了当前事例
重建算法的进展。本文将从减少能量非线性、暗噪声甄别、堆积（pile-up）事例及
正电子事例重建等方面全面提升能量分辨率，本文结构如下所示：

1. 精确的点源响应模型是本工作的核心，本文在第3 – 4章从数学建模、物理成
因等方面进行了详细的介绍。第3章从数学上给出基于非齐次泊松过程的点
源响应函数，并基于球对称假设使用函数基拟合，该方法可以推广至任意球

形探测器中。第4章分析了液闪-水探测器中全反射、多次反射等光学过程，并
基于半物理模型提升了拟合效果，同时讨论了这些光学过程对重建的影响。

2. 非齐次泊松过程可以自然地推广到多种成分：第5章将暗噪声与信号组合，实
现了达到理论上限的暗噪声甄别技术；第6章将多个信号与暗噪声组合，给
出了 pile-up 及正电子事例的重建。推广后的重建性能取决于点源响应模型
的准确程度。

3. 在第7章我们对基于球对称假设的点源响应模型添加了非球对称性修正，有
效地降低了 JUNO探测器由支撑结构引起的能量非线性，与无修正模型相比
挽回了3 %的能量分辨率损失。

4. 本文着重于光学传播过程的建模与重建，第8章描述了与之匹配的波形重建
方法，未来可和电子学重建对接，并对点源个数可变等重建问题进行了展望。
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第 2章 探测器的能量响应分析

粒子在液闪探测器中沉积能量，释放出闪烁光子，随后光子传播并被 PMT以
一定概率接收，形成光电子。光电子的计数依赖于粒子的初始能量、位置、类型、

方向等。本章关注粒子能量重建分辨率，以 JUNO探测器为例，我们理论推导了
预期的能量分辨率，讨论了不同过程对能量分辨率的贡献，并借助 JUNO离线模
拟软件的研究了这些过程的具体影响数值，并与当前重建算法相比提出了本文对

能量分辨率提升的突破点。

2.1 液闪探测器中事例的定义

图2.1是以水为缓冲物质的液闪探测器对一个点源事例的响应，本文以电子作
为点源。其工作原理可概括为：假设一个电子在时刻 𝑡0、位置 r处沉积能量，该位
置称为顶点。沉积能量为 𝐸，并通过液闪释放出 𝑁ph 个光子。光子在探测器中传

播，可以发生折射、反射、吸收、吸收重发射以及瑞利散射等。光子击中 PMT后
以概率 𝜂产生光电子（PE），𝜂为量子效率。PE在 PMT中传输的时间为渡越时间
（TT），可近似为高斯分布，其弥散为 TTS。观测值为每个 PMT上产生的 PE数目

𝑛𝑗 及其击中时间 𝑡𝑗𝑖，其中 𝑖 ∈ 𝒩 且 𝑖 < 𝑛𝑗。𝑛𝑗 服从泊松分布且 𝑡𝑗𝑖 服从对应的概率

密度分布 𝑅̃(𝑡)，𝑅̃(𝑡)为归一化的函数。顶点开始沉积能量到形成 PE的过程对应探
测器模拟，如果将 PMT的量子效率解耦合，其本质为光学传播过程。

PE在 PMT中随着不断倍增至约 107 量级的电子，其电流通过负载后输出电

压信号形成波形，当波形过阈记为该 PMT“点火”。当点火的 PMT个数超过设置
的数目后称为触发，此时探测器开始以波形的形式记录一定时间窗内的波形，这

部分对应电子学模拟。

该过程中每一步都会积累不确定度，最终影响能量分辨率。本章将着重推导

探测器模拟中引入的不确定度，并粗略估算电子学模拟引入的不确定度。该分析

指出了本文工作对能量分辨率提升的突破点。

2.2 液体闪烁体的能量分辨率公式

假设在探测器中心有一理想点源，沉积能量为 𝐸，其用于发光的能量所占比
例为 𝑓nonlin，并且每MeV以光产额 𝑌 为期望光子数目。这些光子部分形成 PE，其
总数为 𝑁PE。重建的能量正比于 𝑁PE，因此 𝑁PE 的方差直接影响到重建能量的方
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PMT: 𝐫PMT

Detector center

photon

Total 

reflection

Vertex: 𝐫, 𝑡0

𝑟PMT

𝑟LS

𝜃

𝑟

LS

Water

图 2.1 液体闪烁体探测器工作简图。

粒子在位置 r处时刻 𝑡0 开始沉积能量，沉积总能量为 𝐸。红线代表两条典型的光路，由
于全反射，光子可以直接击中蓝色 PMT而不能击中灰色 PMT。𝑟LS 是液闪半径，第 𝑗 个
PMT的位置为 rPMT,𝑗，每个 PMT到探测器中心的距离均为 rPMT,𝑗，其中 𝑟PMT = |rPMT,𝑗|。
对于球形探测器，关于 (r, rPMT,𝑗)的方程可以根据球对称性简化为 (𝑟, 𝜃)，其中 𝑟 = |r|且 𝜃
是顶点和 PMT的中心角。

差。

首先计算光子数𝑁ph的期望与方差，其期望为

E[𝑁ph] = E[𝑓nonlin]𝐸𝑌 . （2.1）

其方差为

D[𝑁ph] = E[𝐸𝑌 ]2D[𝑓nonlin] + D[E[𝑁ph]]

= (𝐸𝑌 )2D[𝑓nonlin] + E[𝑓nonlin]𝐸𝑌 .
（2.2）

综合考虑 PMT立体角及量子效率等因素，每个光子转化成 PE的概率为 𝜂。最
终总 PE个数𝑁PE是串级随机变量，第一级随机变量为光子的个数𝑁ph，第二级随

机变量为光子转化为 PE的结果为 𝜂，服从伯努利分布，根据串级随机变量的公式，
可得其期望为

E[𝑁PE] = E[𝑁ph]E[𝜂] = 𝜂𝑓nonlin𝐸𝑌 . （2.3）

其方差为

D[𝑁PE] = (E[𝜂])2 ⋅ D[𝑁ph] + E[𝑁ph] ⋅ D[𝜂]

= (𝜂2𝐸𝑌 )2D[𝑓nonlin] + 𝜂2E[𝑓nonlin]𝐸𝑌 + E[𝑓nonlin]𝐸𝑌 𝜂(1 − 𝜂)

= (𝜂𝐸𝑌 )2D[𝑓nonlin] + E[𝑓nonlin]𝐸𝑌 𝜂.

（2.4）

再考虑暗噪声的影响，假设暗噪声的数目𝑁DN，与𝑁PE之和为𝑁total，其期望
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为

E[𝑁total] = 𝜂E[𝑓nonlin]𝐸𝑌 + E[𝑁DN]. （2.5）

其方差为

D[𝑁total] = (𝜂𝐸𝑌 )2D[𝑓nonlin] + E[𝑓nonlin]𝐸𝑌 𝜂 + D[𝑁DN]. （2.6）

若经过电子学后提取出的等效 PE数为 𝑁eff，最终的结果仍为串级随机变量，

其第一级为 𝑁total，第二级为每个 PE经过电子学后通过重建算法计算的 PE值 𝜉，
如果 E[𝜉] = 1，其期望为

E[𝑁eff] = E[𝑁total]E[𝜉] = E[𝑁total]. （2.7）

其方差为

D[𝑁eff] = (E[𝜉])2D[𝑁total] + E[𝑁total]D[𝜉]

= D[𝑁total] + E[𝑁total]D[𝜉].
（2.8）

使用式（2.5）得到的能量重建结果 𝐸rec为

𝐸rec = 𝑁total − E[𝑁DN]
𝜂E[𝑓nonlin]𝑌

. （2.9）

其均值为无偏估计

E[𝐸rec] = 𝐸. （2.10）

其方差为

D[𝐸rec] = D[𝑓nonlin]
(E[𝑓nonlin])2 𝐸2 + (1 +D[𝜉]) (

1
E[𝑓nonlin]𝑌 𝜂 ) 𝐸 + (D[𝜉]E[𝑁DN] + D[𝑁DN]) .

（2.11）
可以得到与 JUNO [8]以 𝑎, 𝑏, 𝑐 参数化的能量不确定度的经验公式

𝜎𝐸
𝐸 = √

D[𝑓nonlin]
(E[𝑓nonlin])2 + (1 + D[𝜉]) (

1
E[𝑓nonlin]𝑌 𝜂 )

1
𝐸 + (D[𝜉]E[𝑁DN] + D[𝑁DN])

1
𝐸2

= √
𝑎2

𝐸 + 𝑏2 + 𝑐2

𝐸2 .
（2.12）

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐的影响因素将在2.3节中详细讨论。𝑎对应 PE的统计量，E[𝑓nonlin]𝑌 𝜂
即为能量为1MeV时的 E[𝑁PE]期望，并可按 D[𝜉] ≈ 0时近似估计为

𝑎2 = (1 + D[𝜉]) (
1

E[𝑓nonlin]𝑌 𝜂 ) ≈ 1
E[𝑁PE] . （2.13）

𝑏对应能量的非线性，受切伦科夫效应、淬灭效应、位置重建分辨率、能量重建的
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非均匀性等影响，

𝑏2 = D[𝑓nonlin]
(E[𝑓nonlin])2 . （2.14）

𝑐 对应暗噪声部分，受暗噪声、正电子湮灭产物等因素的影响，

𝑐2 = D[𝜉]E[𝑁DN] + D[𝑁DN] ≈ D[𝑁DN]. （2.15）

实际情况中还有微通道板 (MCP)PMT单 PE响应弥散等因素，该过程属于电
子学，本章仅考虑光子传播过程中的不确定度，其影响将在第8章讨论。

2.3 能量分辨率的影响因素

2.3.1 PE统计量

PE的统计量对应式（2.13），与液闪的性质相关，如果仅考虑各向同性的闪烁
光子，PMT上接收到 PE数目近似为泊松分布，其期望为 𝜆。若将探测器看做均匀
介质且不考虑吸收重发射等因素，可按如下公式近似 [70]为

𝜆𝑗 = 𝐸𝑌 exp(−
‖r − rPMT,𝑗‖

𝐿 )
𝛺(r,p𝑗)

4𝜋 𝜂𝑗 . （2.16）

符号定义见图2.1，其中 𝐿为衰减长度，𝛺为 PMT对顶点 r张开的立体角，其计算
过程为

𝛺(r,p𝑗) = 2𝜋
⎛
⎜
⎜
⎝
1 −

‖r − rPMT,𝑗‖

√‖r − rPMT,𝑗‖2 + 𝑟2
PMT cos 𝛽𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠

. （2.17）

相关符号定义在图2.1中。其中 𝛽𝑗 为光子到 PMT的入射角，入射方向近似于顶点
指向 PMT的向量，其计算过程为

cos 𝛽𝑗 =
(rPMT,𝑗 − r) ⋅ rPMT,𝑗

‖rPMT,𝑗 − r‖‖rPMT,𝑗‖. （2.18）

对于探测器中心固定能量的事例，其统计量和光产额、PMT覆盖率及量子效
率约成正比，同时也依赖于光子在液闪中的衰减长度。一般来说，在液闪-水探测
器中𝑁PE会随着 𝑟增加先增加，到全反射发生的临界区域时开始减少。

2.3.2 液体闪烁体的能量非线性

本小节对应式（2.14），主要包含如下效应：
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第 2章 探测器的能量响应分析

2.3.2.1 淬灭效应

带电粒子的能量大部分通过碰撞转移给液闪分子，但是仍有少部分能量最终

以晶格振动或以内能的形式耗散掉。通过 Birks定律 [71]，带电粒子损失能量与其

路径相关，其计算过程为

d𝐸vis
d𝑥 =

d𝐸
d𝑥

1 + 𝑘𝑏
d𝐸
d𝑥

. （2.19）

d𝐸
d𝑥 为粒子的比能损失，𝑘𝑏 为 Birks常数。初始动能为1MeV𝑒− 与1MeV𝑒+ 沉积能

量比总能量的分布如图2.2所示。

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00
Deposite energy/Total energy

0

500

1000

1500

2000
1 MeV e-
1 MeV e+

图 2.2 初始动能为1MeV𝑒− 与1MeV𝑒+ 沉积能量比总能量的分布。

淬灭效应引入了能量非线性，𝑒+ 的湮灭产物损失的能量更高。

2.3.2.2 切伦科夫光

尽管在液闪中闪烁光占主导，但是切伦科夫光仍然存在。当带电粒子在介质

中运动的速度大于介质中的光速时，将会沿着粒子运动的方向释放出锥形的辐射，

其夹角 𝜃𝐶 满足

cos 𝜃𝐶 = 1
𝑛(𝜆)𝛽 . （2.20）

其中 𝜆为光子波长，𝑛为介质的折射率，𝛽 为粒子速度与真空中光速的比值。最终
切伦科夫光子数𝑁ch可以由 Frank - Tamm公式 [72]表示为

d2𝑁ch
d𝐸d𝑥 = 𝛼𝑧2

ℏ𝑐 (1 − 1
𝛽2𝑛2 ) . （2.21）

其中 𝛼 为精细结构常数。以电子为例，在水中和液闪中产生切伦科夫光子的
阈值约为0.775MeV以及0.686MeV。在版本为 J21v1r0-Pre1的 JUNO离线模拟软
件，液闪和水的折射率谱如图2.3所示。对于探测器中心1MeV的电子，𝑁ch的期望
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第 2章 探测器的能量响应分析

约为 60。如图2.5所示，我们选取了在探测器中心模拟的 5000个1MeV 𝑒−事例，初

始动量方向随机。图2.4(a)绘制了切伦科夫光和闪烁光 PE的时间分布，切伦科夫
光集中于靠前的位置，且其总量远远小于闪烁光。图2.4(b)选取了第一个 PE产生
后2 ns 内的闪烁光和切伦科夫光分布，此时靠近动量方向的切伦科夫光分布稍多
一些。但由于 JUNO的吸收重发射极其严重，切伦科夫光子重发射的比例约90 %。
本工作中尚未对切伦科夫光子做精确研究，暂时将其忽略。
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图 2.3 JUNO离线模拟软件中液闪和水的折射率谱，版本为 J21v1r0-Pre1。
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(a)不同类型 PE的时间分布。
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(b)不同类型 PE的角分布。

图 2.4 事例位于探测器中心时的不同类型光子的分布。

图 2.5 模拟事例位于探测器中心，起始时刻为0 ns。第一击中约为96 ns。Cherenkov代表
切伦科夫光 PE，Scintillator代表闪烁光 PE，Total代表同时包含两者。(a)为 5000个事例
切伦科夫光和闪烁光 PE的时间分布。(b)中利用粒子位置、出射方向和 PMT位置计算了
PE的角分布，其中切伦科夫光为 total与闪烁光之差，在 cos 𝜃 ≈ 0.8处有一个峰。

除此之外，如果重建位置有偏，也会带来能量非线性，因此其不确定度贡献也

体现在式（2.14）中。能量重建的均值会随位置依赖，称为能量的空间非均匀性，
也是能量非线性的来源之一。
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第 2章 探测器的能量响应分析

2.3.3 暗噪声项

暗噪声是指 PMT未经光子击中却输出了信号，一般是由光阴极和打拿级在室
温下发射热电子，光阴极上产生的热电子等效于一个 PE 产生的情况。一般来说
PMT的暗噪声率是常数，暗噪声出现在时间窗的位置为均匀分布。暗噪声的总数
𝑁DN服从泊松分布，有 E[𝑁DN] = D[𝑁DN]。
除此之外，由于 PMT中存在残余气体，其电离的正离子还有可能打到光阴极

上释放出电子，产生后脉冲，其延迟约为几十ns到几ms，其比例相对较小。
本文将正电子视为多点源，仅关注正电子动能，因此湮灭产生的 𝛾 也等效于

暗噪声项。

2.3.4 波形重建

PMT上最终输出为波形，波形的形成过程可写为卷积过程。假设 PE击中时
间为 𝑡𝑖，每一个冲击写作 𝑞𝑖𝛿(𝑡)。单光子响应为 𝑉 (𝑡)，最终形成的波形 𝑤(𝑡)为

𝑤(𝑡) = ∑
𝑗

𝑞𝑖𝛿(𝑡𝑖) ⊗ 𝑉 (𝑡) + 𝜖(𝑡) = ∑
𝑗

𝑞𝑖𝑉 (𝑡 − 𝑡𝑖) + 𝜖(𝑡) + 𝐶. （2.22）

其中 𝜖(𝑡)为高斯白噪声，𝐶 为基线，基线算法一般可以通过对没有信号区域的波形
取平均得到，下面讨论已经默认扣掉基线。波形重建通常返回波形的总电荷，用

于估计 𝑁PE 的个数，并给出第一个 PE的到达时间。对于打拿级 PMT，主要的波
形重建方法有：

• 积分法: 积分法是一种通用的波形重建方法，最终通常会给出总电荷及第一
个 PE的到达时间。其主要思路首先是根据预设的过阈电压，判断是否过阈
并记录过阈时间，再选取合适的时间窗积分得到电荷。时间信息一般利用寻

峰算法寻找峰值时间，并利用过阈时间做拟合，选择特定比例（如10 %）的
上升沿作为击中时间，上升沿的比例可能随电荷量改变。

• 退卷积法：典型的方法如 Lucy-Richardson迭代法 [73-74]。该方法首先需要已

知卷积核的形式，即单光电子在波形中的响应。输入为一时间序列，最终返

回结果为这个时间序列中每一处的值。虽然其可以获得不止一个 PE击中的
时间，但输出的结果往往并非整数，一个 PE将会变成几个小数的组合。由
于迭代过程中要求每一步的结果恒大于 0，否则提升到设置的阈值，从而引
入了非线性，导致最终的电荷积分结果有偏。徐大成等 [75]按照迭代初始输

入对结果重新缩放后可以显著减少总电荷估计的偏差。

• 机器学习：卷积神经网络 (CNN)中热门的方法之一。CNN的主要思路是将
波形作为输入，主要由多个卷积层，池化层，全连接层构成的前馈神经网络，
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第 2章 探测器的能量响应分析

并最终通过指定的损失函数连接到输出层。不同长度的卷积核可以提取处输

入的信息，并不断将维度降低，根据输出层的结果和真值的比较，通过损失

函数计算其梯度并反向传播，达到更新整个网络参数的目的。CNN由于其强
大的性能能对衡量总 PE数和初始时刻 𝑡0 有良好估计

[75]，一旦训练完成后

有较大的计算速度优势。但如果 PE的长度可变，对 CNN固定的网络结构有
极大的挑战。除 CNN外，随机森林等算法通过对参数的预处理可以作为输
入信息，如分位数值，波形的峰高等等，比起神经网络可以唯象的表示出参

数的重要程度，就总 PE数和初始时刻 𝑡0而言，结果也表现出强大的竞争力。

若输出为每个 PE对应的时间信息时，神经网络由于结构固定难以实现。
微通道板 PMT的响应更为复杂，本文暂时不考虑电子学，但是完整的事例重

建需要从波形出发。为了得到精确的点源响应模型，需要波形重建输出所有可能

长度的 PE序列。在这种需求下，本文调研了能够从打拿级、微通道板 PMT的波
形返回含后验概率的不同 PE序列的波形重建方法，与其对接将在第8章中介绍。

2.3.5 基于模拟的能量分辨率影响计算

我们使用 JUNO离线模拟软件 J21v1r0-Pre1版本在探测器中心对1MeV 𝑒− 进

行模拟，通过开关淬灭、切伦科夫过程，可以得到以闪烁光和切伦科夫光作为信号的

PE个数𝑁PE的期望 E[𝑁PE]和方差D[𝑁PE]，其中能量分辨率按照√D[𝑁PE]/E[𝑁PE]
估算。

无切伦科夫无淬灭的纯闪烁光发光过程几乎是泊松分布，设其为能量分辨

率的基线，计算经过不同过程能量分辨率与基线之差并以3 % 计算的相对值。
表2.1中前三列为探测器模拟，后两列为数值估算。暗噪声的 𝑁DN 以泊松分布按

照350 ns×17 600 PMT×30 kHz估算。假设单 PE响应的电荷弥散标准差为 0.3，即式
（2.13）–（2.15）中 D[𝜉] = 0.09。

表 2.1 不同物理过程导致能量分辨率损失。

无切伦科夫无淬灭 无切伦科夫 切伦科夫 +淬灭 暗噪声 波形重建

E[𝑁PE] 1548 1507 1569 1569 1569

D[𝑁PE] 1560 1667 1941 2076 2227

分辨率 2.55 % 2.70 % 2.80 % 2.90 % 3.01 %
分辨率损失 5.0 % 8.3 % 11.7 % 15.3 %

在本文中，能量分辨率的提升和降低均为以3 %为除数的相对值。
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2.4 使用重建算法提升能量分辨率

2.4.1 经典重建算法介绍

事例重建需要根据观测值反推粒子的位置、能量，是后续物理分析的基础。粒

子沉积能量 PE数直接相关，且强依赖于顶点。故重建时能量与顶点耦合，需要同
时重建或先获得顶点再估计能量。此外还有机器学习等算法 [76]，本文不做详细讨

论。

2.4.1.1 重心法

重心法是用于快速估计顶点位置的算法。将 PMT上接收到的 PE个数 𝑛𝑗 为权

重加到 PMT位置上，结果为

rrecon = 3
2

∑𝑗 𝑛𝑗rPMT,𝑗

∑𝑗 𝑛𝑗
. （2.23）

假设 PMT的排布对任一维度都可近似为 [−𝑟PMT, 𝑟PMT]的均匀分布，若顶点在
探测器中心，E[𝑛𝑗] = 𝜆𝑗 = 𝜆可看做多个带权重的独立同分布泊松分布叠加，表示
为

𝑥 = 3
2 ∑

𝑗

𝑥𝑗
∑𝑗 𝜆𝑗

𝜆𝑗 = 3
2 ∑

𝑗

𝑥𝑗
E[𝑁PE]𝜆. （2.24）

𝑁PE为总 PE数，此时的均值为

𝜇𝑥 = 3
2

∑𝑗 𝑥𝑗
E[𝑁PE]𝜆 ≈ 3

2
∫𝑟PMT
−𝑟PMT

𝑥d𝑥
E[𝑁PE] 𝜆 𝑁PMT

2𝑟PMT
= 0. （2.25）

𝑁PMT为总 PMT数，方差 [77]为

𝜎2
𝑥 = 9

4
∑𝑗 𝑥2

𝑗
(E[𝑁PE])2 𝜆 ≈ 9

4
∫𝑟PMT
−𝑟PMT

𝑥2d𝑥
(E[𝑁PE])2 𝜆 𝑁PMT

2𝑟PMT
=

3𝑟2
PMT

4𝑁2
PE

𝜆𝑁PMT. （2.26）

而 E[𝑁PE] = 𝜆𝑁PMT，故

𝜎𝑥 = √3
2

𝑟PMT

√𝑁PE
. （2.27）

全反射、PMT 的不够致密以及探测器并非球形等因素均会使顶点重建结果
有偏 [52,78]。重心法没有重建能量的能力，只能使用 𝑁PE 乘一个因子作为估计。

如果1MeV 期望产生 PE 数为 𝑁̄PE，则能量估算为 √𝑁PE/𝑁̄PE，其能量分辨率为

√𝑁/𝑁̄PE。
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2.4.1.2 极大似然估计

极大似然估计（MLE）需要对探测器响应精确建模，对给定顶点，需要估算
出每个 PMT上的 PE数的期望 𝜆，及其击中时间的概率密度函数。

PE的预测 PE信息为每个 PMT上的 PE个数，可以通过式（2.16）直接估算，
如 Double CHOOZ [70]实验。若缓冲物质为水，该方法对于探测器中心的事例仍可

以近似。但是在全反射区域完全无法建模。考虑到光的折射及 PMT 的实际大小，
解析计算是困难的。

对于 JUNO 探测器，大部分重建方法是对图2.1中 (𝑟, 𝜃) 的二维分布选取不同
格点得到其 PE期望，称为 map。吴文杰等 [79]通过 𝑧轴上顶点利用球对称性扩展
到整个探测器。其使用顶点的真值仅考虑能量重建，指出由于节点的存在球对称

性被破坏。李紫源等 [52]指出式（2.16）在大探测器中由于吸收重发射、全反射等
因素难以计算，在全反射区域使用 PE随 (𝑟, 𝜃)关系作 map，提升了位置重建性能，
但是未讨论能量重建。黄桂鸿等 [80]考虑了节点的影响，利用其绕 𝑧轴的排布规律，
不同顶点位置的顶点天顶角 𝜃𝑣受到节点的影响不同，因此将模型扩展，称为 3D-n
PE map，模型的输入为顶点的 𝑟, 𝜃𝑣,以及 PMT对顶点的天顶角 𝜃。球对称模型中
相同 𝜃的 PMT期望 PE数相同。𝜃𝑣有效地考虑了不同位置节点的平均影响，减少

了能量非线性的影响，但是对于单个 PMT上 PE的精确估计仍未实现。
在指定顶点模拟大量事例，如果 PMT上的接收的分布为泊松分布，则其期望

近似为所有事例的平均。如果格点足够致密，该方法即为理论上限。但这种方法

在大探测器中需要巨大的自由度，因此该方法一般适用于研究特定点源响应。

时间的预测时间信息为每个 PE的时间，计算其服从的分布 𝑅̃(𝑡)是顶点重建
的关键。从 PE形成的物理图像来看，其主要包含事例的起始时刻 𝑡0、液闪的发光

时间 𝑡𝑝、光子的飞行时间 TOF、以及 PMT中的渡越时间 TT。TT的弥散为 TTS，
本文中以标准差而非半高全宽表示。其中 TT 的均值只与单个 PMT 的位置有关，
可以提前扣除。TOF与飞行时间有关，该项与顶点位置直接相关，需要准确估计。
TT、TOF和 𝑡0 对时间的概率密度函数是平移不变项。该函数几乎仅由 𝑡𝑝 和 TTS
决定，实际中还会有光的色散、吸收重发射、以及多次反射时无法精确估计 TOF
带来的误差等，方法可见于 [52]。

如果用击中时间减去 TT均值、TOF和 𝑡0，得到的结果称为时间残差 𝑡res。若
TT服从标准差为 𝜎TTS的高斯分布，则 𝑅̃(𝑡)近似为该分布与液闪发光时间 𝜓(𝑡)的
卷积：

𝑅̃(𝑡) = 𝜓(𝑡) ⊗ Gaus(𝑡, 𝜎TTS) （2.28）

该问题的难点在于估算 TOF，其值可由 PMT位置和顶点坐标按照直线传播粗
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略估算。但由于折射率的差异，光线在两种介质交界处会发生折射，且传播速度不

同，因此解析计算需要判断光线从亚克力进入水层的位置，该点的计算是高次方

程且存在多解情况。除此之外，光子传播过程中还会出现节点的影响以及多次反

射等情况，使得 TOF的计算按照不同概率存在多个分立的值，这些都将成为 TOF
估算的不确定度，并全部贡献到 𝑅̃(𝑡)中。
综上，𝑅̃(𝑡)并非是严格平移不变的，拟合 𝑅̃(𝑡)使该问题的自由度急剧增加，黄

桂鸿等 [80]使用插值方法估计。目前的时间重建算法受限于波形重建，往往只利用

每个 PMT上的第一个击中的 PE，虽然可由 𝑅̃(𝑡)解析表达，但损失了精度且增加
了计算量。

2.4.2 位置及能量分辨率的理论计算

由时间信息推导的位置不确定度可进行如下粗略近似：对于衰减时间较短的

液闪，如果 𝜓(𝑡)也可以视作高斯分布，那么 𝑅̃(𝑡)也是高斯分布，若其等效的标准
差为 𝜎𝑝，𝑐为光速，𝑛𝑓 为折射率，则有

𝜎𝑥 = √
3

𝑁PE

𝑐𝜎𝑝
𝑛𝑓

. （2.29）

根据 PE信息在探测器中心的不确定度 [81]为：

𝜎𝑥 = (−∂2 lnℒ
∂𝑥2 )

−1/2
= √3𝑅

2√𝑁PE
. （2.30）

忽略时间与 PE的相关项，联立可得联合信息重建的不确定度 [81]为

𝜎𝑥 =
(

𝑁PE𝑛2
𝑓

3𝑐2𝜎2
𝑝

+ 4𝑁PE

3𝑟2
PMT)

−1/2

. （2.31）

可知在大探测器中，时间信息对位置分辨率更为重要，小探测器中，PE信息更重
要。

根据 PE信息在重建中的似然函数，其中观测值为 𝑛，期望值为 𝜆，则有

ℒ = ∏
𝑖
exp(−𝜆𝑗)

𝜆𝑛𝑗
𝑗

𝑛𝑗! . （2.32）

由 PE信息可得 𝐸 的无偏估计，若 𝜆𝑗 = ̄𝜆𝑗𝐸，则有
∂ℒ
𝐸 = − ̄𝜆𝑗 + 𝑛𝑗

1
𝐸

⇒ ̂𝐸 =
∑𝑗 𝑛𝑗

∑𝑗 ̄𝜆𝑗
.

（2.33）

若 𝐸 单位为MeV，则 ̄𝜆代表了1MeV时 PMT上接收到的 PE期望。𝐸 的不确
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定度为

𝜎𝐸 = (−∂2 lnℒ
∂𝐸2 )

−1/2
=

(
1

∑𝑗 𝑛𝑗𝐸2 )

−1/2

= 𝐸
√𝑁PE

. （2.34）

2.4.3 本工作对重建算法的突破点

本文结构于1.6节中指出，突破点和对应章节可总结如表2.2。

表 2.2 影响能量分辨率的要素。

章节 问题 物理过程 式（2.12）贡献

3，4 能量非线性 探测器 𝑏

5 暗噪声 电子学 𝑐

6 𝑒+ 湮灭产物 探测器 𝑐

7 能量非均匀性 探测器 𝑏

8 波形重建 电子学 𝑎, 𝑐

其中第3 – 6章的研究可以推广至任意球形液闪探测器，第7介绍了以 JUNO几
何为例的非球对称修正，因探测器而异，第8章为未来与波形重建对接的展望。
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第 3章 球对称假设下点源响应模型（Probe）研究

事例重建的核心是获得精确的点源响应模型，即需要对探测器中任意一个点

源，可以获得映射到任意位置 PMT上含时的期望 PE数变化关系。这个关系可用
非齐次泊松过程的平均函数 (Average function of Inhomogeneous Poisson Process)描
述，在本文中以探针函数 (Probe)指代。Probe可以直接应用于顶点、能量重建，目
前绝大部分重建方法利用 PE信息等价于使用 Probe的边缘分布，利用时间信息等
价于使用 Probe的条件分布。本章着重介绍使用 Probe的数学模型，并给出一套基
于函数基拟合方法的流程。不同拟合模型的拟合优度根据测试集给出，最后我们

分析了当前拟合的瓶颈。

3.1 基于非齐次泊松过程的似然函数表示

点源的定义可见图2.1，给定点源 {𝐸, r, 𝑡0}，第 𝑗 个 PMT上接受到的期望 PE
数服从非齐次泊松过程，是一个含时间的高维函数。若其他参数固定，则表示该

条件下随时间变化的期望 PE数，该映射被命名为 Probe的条件分布，记作

𝑅𝑗(𝑡; 𝐸, r, 𝑡0), （3.1）

下简记为 𝑅𝑗(𝑡)。
与传统的顶点重建算法相比，Probe对时间的积分形式即为 PE的估计 𝜆，记

为 Probe的边缘分布。其归一化形式即为时间信息服从的概率密度函数 𝑅̃(𝑡)。即

𝜆𝑗 = ∫ 𝑅𝑗(𝑡; 𝐸, r, 𝑡0)d𝑡, （3.2）

𝑅̃𝑗(𝑡) =
𝑅𝑗(𝑡; 𝐸, r, 𝑡0)

𝜆𝑗
. （3.3）

Probe 的形式自然地将时间和 PE 信息结合起来。其中每一单位时间 d𝑡 内的
PE数均服从泊松分布。将所有 bin的似然函数 ℒ 写出，对于第 𝑘个 bin，对应的
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时间为 𝑡𝑘，宽度为 𝛥𝑡落入该 bin的观测数为𝑁𝑘，其期望值 𝜆𝑘 = 𝑅𝑗(𝑡𝑘)𝛥𝑡，可得

ℒ =
𝑁

∏
𝑘=0

exp(−𝜆𝑘)
𝜆𝑁𝑘

𝑘
𝑁𝑘!

=
𝑁

∏
𝑘=0

exp(−𝜆𝑘)
𝑁

∏
𝑘=0

𝜆𝑁𝑘
𝑘

𝑁𝑘! = exp(−𝜆)
𝑁

∏
𝑘=0

𝜆𝑁𝑘
𝑘

𝑁𝑘!

= exp(−𝜆)
𝑁

∏
𝑘=0

[𝑅𝑗(𝑡𝑘)𝛥𝑡]𝑁𝑘

𝑁𝑘! .

（3.4）

式（3.4）即为 Probe函数下的极大似然函数。当 𝛥𝑡足够小时，𝑁𝑘的取值为 0
或 1，若为 0时可以忽略，如果使用归一化的 𝑅̃(𝑡)，则有

ℒ = exp(−𝜆)
𝑁

∏
𝑘=0

(𝜆𝛥𝑡)𝑁𝑘
𝑅̃𝑗(𝑡𝑘)𝑁𝑘

𝑁𝑘!

∝ exp(−𝜆)𝜆𝑁
𝑁

∏
𝑘=0

𝑅̃𝑗(𝑡𝑘).

（3.5）

式（3.5）形式上与传统的 PE、时间似然函数等价。前半部分为泊松分布的形
式，描述了 PE的概率，后半部分为时间的概率。PE和时间作为两个独立的概念，
需要分别建模。如果两个过程中引入了独立的误差，最终组合成的似然函数就会

有偏：如第一击中时间和时间窗等。

在本章我们对 Probe做如下简化：对于能量线性系统，有

𝑅𝑗(𝑡; 𝐸, r, 𝑡0) = 𝐸𝑅𝑗(𝑡; r′). （3.6）

如果探测器为球形，根据图2.1所示的球对称性进一步简化模型。方程（3.6）
等价于：

𝐸𝑅𝑗(𝑡; r, 𝑡0) = 𝐸𝑅𝑗(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗 , 𝑡0). （3.7）

其中 𝜃𝑗 为顶点和 PMT的中心角，𝑟即为顶点 r的模长。
考虑到 JUNO 实验中大 PMT 的尺寸相同，为了将 𝑅𝑗 中的下标 PMT 编号 𝑗

解耦合，如量子效率等，𝑅𝑗 可写作 𝜂𝑗𝑅，此时暂不考虑 TTS等电子学过程引入的
效应，未来可根据卷积过程获得。因此虽然实际的输入数据为 PE信息，但拟合的
𝑅(𝑡)是光子的 Probe而非 PE的 Probe，是光学传播过程。通过 𝑅(𝑡)，可将 PE和时
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间的整合到式（3.8）的对数似然函数中：

lnℒ ∝ ln
{[∏

𝑗
exp (−𝜆𝑗) ∏

𝑖
𝑅(𝑡𝑗𝑖; 𝑟, 𝜃𝑗𝑖)]}

= ∑
𝑗

𝜆𝑗 + ∑
𝑖
ln𝑅(𝑡𝑗𝑖; 𝑟, 𝜃𝑗𝑖)

=

nonhit

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
𝐸 ∑

𝑗
𝜂𝑗 ∫ 𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗)d𝑡 +

hit

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
∑

𝑖
ln𝑅(𝑡𝑗𝑖; 𝑟, 𝜃𝑗𝑖) +Const.

（3.8）

可以根据式3.8定义 nonhit和 nonhit项。其中 nonhit项与所有 PMT有关，hit项与
所有击中 PE有关，量子效率固定时在 hit项中作为常数可省略。对 PE和时间的建
模问题转化为获取 𝑅(𝑡)。同时，Probe依赖所有击中 PE并非第一击中 PE，对波形
重建提出了更高的要求。

3.2 函数基拟合 Probe的理论推导

本节将拟合式（3.8）。类似量子效率，多个事例能量不同时也可与事例编号解
耦合。此时的对数似然函数根据式（3.8）重写为

lnℒ =

nonhit

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
𝐸 ∑

𝑗
𝜂𝑗 ∫ 𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗)d𝑡 +

hit

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
∑

𝑖
ln𝑅(𝑡𝑗𝑖; 𝑟, 𝜃𝑗𝑖) . （3.9）

𝐸 由于被 hit项中的对数处理为常数，故舍去。
函数基拟合即使用合适的基底对 Probe函数分解，如式（3.10），使用了勒让

德多项式 𝑃𝑚和 Zernike多项式 [82]𝑍𝑛，使得

𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗) ← ∑𝑚,𝑛
𝑎𝑚𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑃𝑚(𝑡). （3.10）

其中 𝑚, 𝑛为阶数。Zernike函数适合描述单位圆盘内的函数，勒让德函数为一维函
数，可以拟合 Probe时间维度的分布。由于这两组函数基底均为完备正交基，故可
以推广至任意球形探测器。值得注意的是，函数基拟合的目的是得到点源响应模

型，减少传统 map方法带来的自由度，其选择形式并不唯一，目前我们选择勒让
德多项式和 Zernike多项式的组合，着重介绍拟合的优化过程。
注意到 Probe函数的非负性，可以使用连接函数（link function），其反函数将

式（3.10）从左边映射到右边。对数和平方根函数是两种有效的连接函数，我们将
讨论其各自的优劣势。
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3.2.1 对数连接函数

对数连接函数本质是泊松回归，等价于拟合 Probe的对数形式

𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗) = exp [𝑎𝑚𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑃𝑚(𝑡)] . （3.11）

该式可以写为矩阵形式加快计算，对于 hit项而言，𝑚, 𝑛分别为勒让德多项式阶数，
Zernike多项式阶数 [82-83]，𝑎𝑚𝑛 为系数矩阵，大小为𝑀 × 𝑁，𝑃𝑚 为勒让德基底矩

阵，𝑍𝑛为 Zernike基底矩阵。
Zernike 函数中的 𝜃 的取值范围为 [0, 2𝜋]，实际中由于对称性只需考虑 [0, 𝜋]

即可，因此仅使用偶 Zernike多项式，可以表示为

𝑍𝑚
𝑛 (𝑟, 𝜃) = ℜ𝑚

𝑛 (𝑟) cos(𝑚𝜙). （3.12）

其中

ℜ𝑚
𝑛 (𝑟) =

𝑛−𝑚
2

∑
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑛 − 𝑘)!
𝑘!(𝑛+𝑚

2 − 𝑘)!(𝑛−𝑚
2 − 𝑘)!

𝑟𝑛−2𝑘. （3.13）

使用中将 𝑚, 𝑛按照一维处理后记为 𝑛。
该连接函数的形式可以极大的简化 hit项计算：

∑
𝑗
ln𝑅(𝑡𝑗𝑖; 𝑟, 𝜃𝑗)

= ∑
𝑗

{𝑎𝑚𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑃𝑚(𝑡𝑗𝑖)}

=𝑎𝑚𝑛 {∑
𝑗

𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑃𝑚(𝑡𝑗𝑖)}
.

（3.14）

因此 hit项可看做系数矩阵点乘固定的矩阵，该矩阵仅依赖输入，可预先算好。
对于 nonhit项的积分使用数值积分求解。若原始问题的时间窗范围设为 [ ̄𝜏, 𝜏]，

则需要首先将区间映射在 [−1, 1]上才能使用勒让德函数对其进行分解，考虑如下
𝑡 → 𝑡′的映射

𝑡′ = 2 𝑡 − ̄𝜏
𝜏 − ̄𝜏 − 1. （3.15）

可知 d𝑡 = ̄𝜏−𝜏
2 d𝑡′，是在 𝑡′ 域运算时乘以的因子。若数值积分的采样值对应 𝑡𝑘，此

时的 nonhit部分变为
𝜏 − 𝜏

2 ∫ exp
[∑𝑚,𝑛

𝑎𝑚𝑛𝑃𝑚(𝑡′)𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)
]
d𝑡′

≈
𝜏 − 𝜏

2 𝛥𝑡 ∑
𝑡′
𝑘

exp
[∑𝑚,𝑛

𝑎𝑚𝑛𝑃𝑚(𝑡′
𝑘)𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)

]
.

（3.16）
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可在 𝑡域取时间间隔为1 ns忽略 𝛥𝑡。
为了保证尽可能的覆盖时间谱，我们取−20 ns～600 ns 作为时间窗的上下限。

在构造 probe时没有考虑暗噪声，因此实际接收到的 PE击中时间谱在第一击中 PE
后迅速上升，随后近似按照液闪的发光曲线缓慢下降。由于飞行时间的限制，第

一击中 PE前时间窗内没有观测数据。时间窗的选取也会使尾部也有一定 PE会被
舍弃，其数量小于1 %,可忽略不计。
拟合过程中有两大难点。第一点是阶跃函数的拟合，在时间维度第一击中 PE

来时几乎是阶跃函数，使用低阶的勒让德多项式会欠拟合，高阶则会有强烈的吉

布斯效应。经过尝试发现，𝜏 的值越接近阶跃点其拟合效果越好，但是实际中必须
在前部留有足够的时间窗，以覆盖顶点位置不同等因素造成的平移，因此对 PE的
时间分布做飞行时间修正是必须的。

第二点是数值积分，为了防止欠拟合现象，增大阶数时积分项的计算量极大。

而数值积分不可能遍历整个 𝑡域，若选定分 bin点做数值积分，则拟合值可以在这
些点上表现良好，但在点的空隙间不受式（3.16）约束。随着阶数的增加可能会出
现剧烈的起伏。这个振荡主要在于前部没有 hit信息的区域中，一旦重建时由于顶
点偏差导致时间落入这些区域，返回的结果将不可信。

3.2.2 平方根连接函数

为了解决对数连接函数中的积分，参考量子力学中波函数的性质建立连接函

数。考虑到波函数的平方为概率密度函数且积分为 1，选其作为基底则最终的积分
即为系数平方和。此时 Probe的分解形式为

𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗) =
{∑𝑚,𝑛

𝑎𝑚𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑃𝑚(𝑡)
}

2

. （3.17）
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其积分为

𝜏

∫
𝜏

𝑅(2
𝑡′ − 𝜏
𝜏 − 𝜏 − 1; 𝑟, 𝜃𝑗)d𝜏

=
𝜏 − 𝜏

2

1

∫
−1

(∑𝑚,𝑛
𝑎𝑚𝑛𝑃𝑚(𝑡)𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)

)

2

d𝑡

=
𝜏 − 𝜏

2

1

∫
−1

∑𝑚,𝑛
𝑎𝑚𝑛𝑃𝑚(𝑡)𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗) ∑𝑝,𝑞

𝑎𝑝𝑞𝑃𝑝(𝑡)𝑍𝑞(𝑟, 𝜃𝑗)d𝑡

=
𝜏 − 𝜏

2 ∑𝑚,𝑛
𝑎𝑚𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝛿𝑚𝑝 ∑𝑝,𝑞

𝑎𝑝𝑞𝑍𝑞(𝑟, 𝜃𝑗)

=
𝜏 − 𝜏

2 ∑𝑚,𝑛 ∑𝑝,𝑞
𝛿𝑚𝑝𝑎𝑚𝑛𝑎𝑝𝑞𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑍𝑞(𝑟, 𝜃𝑗).

（3.18）

积分项可以直接通过矩阵相乘计算得到。同时注意到 𝑅的量纲为 T−1, 𝑎𝑚𝑛 的量纲

为 T1/2。hit项无法预先计算，此时

∑
𝑖
ln𝑅(𝑡𝑗𝑖; 𝑟, 𝜃𝑗)

=2 ∑
𝑖
ln{𝑎𝑚𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑃𝑚(𝑡′

𝑗𝑖
)} .

（3.19）

该过程计算量远大于对数形式的（3.14），但考虑到积分的复杂性，目前使用平方
根作为连接函数构造 Probe。

3.3 基于模拟数据的 Probe拟合

本工作使用的训练集为 JUNO离线模拟的 J21v1r0-Pre1版本，粒子为 𝑒−，顶

点均匀分布在整个液闪空间内。能量设置为0.1MeV，光产额设置为 1.152 × 108光

子每MeV,是默认设置的 10000倍。由于淬灭效应，单个事例平均总 PE数约为默
认值的 730倍，此发光过程几乎是完美的点源且无切伦科夫光。为解决拟合过程中
数据量过大的问题，主要通过给给定先验修正、基于海森矩阵的置信域方法（trust
region method）、利用子集迭代求解等方面进行优化。

3.3.1 给定先验修正拟合 Probe

为了提升 Probe的拟合精度，可以通过给定物理先验作为修正，以下介绍两种
思路。
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第一种基于 𝑟2
PMT，考虑 PMT接收 PE对不同距离下立体角的修正。期望 PE

数与 PMT的立体角成正比，即与点源到 PMT的距离平方成反比。对于时间信息，
可以通过减去飞行时间 TOF来修正。这些估计不需要足够准确，但是极大地减少
了待拟合的特征，因此更容易实现。拟合可化为

𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗) = 𝑓
𝑟2
PMT

[𝑎𝑚𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑃𝑚(𝑡 − 𝑡𝑓 )]
2 . （3.20）

此处 𝑓 为一个常数因子，可以通过拟合也可以直接指定。
第二种为先拟合 Probe的边缘分布。𝑟2

PMT 修正在全反射区域有较大偏差，因

此希望使用更加好的估计来作为先验信息。对于期望 PE数可以考虑先拟合 Probe
的边缘分布，该过程可通过泊松回归 [84]实现，公式为

E [∫ 𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗)d𝑡] = exp
[∑𝑛

𝑏𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)
]

. （3.21）

对于时间信息需要近似拟合时间平移项，可使用分位数回归 [85]，选择 Probe
条件分布中分位数对应 0.1的位置，公式为

E𝜏 [𝑅(𝑡𝑗𝑖; 𝑟, 𝜃𝑗)] = ∑𝑛
𝑎𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗). （3.22）

最终拟合的 Probe的形式为

𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗) = 1
𝑓(𝑟, 𝜃𝑗) [𝑎𝑚𝑛𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑃𝑚(𝑡 − 𝑔(𝑟, 𝜃𝑗))]

2 . （3.23）

以上两种回归将在第4章中详细介绍，本章中暂时采用 𝑟2
PMT修正。

3.3.2 基于置信域法的拟合过程优化

由于数据量大，对于凸问题可使用基于梯度和海森矩阵（Hessian matrix）的置
信域方法（trust regionmethod）[86-87]加速。为方便，记基底𝐵𝑛

𝑚(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑍𝑛(𝑟, 𝜃)𝑃𝑚(𝑡)，
并将下标记为一维的 𝑛，对数似然函数方程可写为

lnℒ = ∑
𝑖
ln [𝑅(𝑡𝑗𝑖; 𝑟, 𝜃𝑗))] −

𝜏 − 𝜏
2 𝐸 ∑

𝑗
𝜂𝑗 ∫ 𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗)d𝑡

= 2 ∑
𝑖
ln

[∑𝑚,𝑛
𝑎𝑛

𝑚𝐵𝑛
𝑚(𝑟, 𝜃𝑗 , 𝑡𝑗𝑖)]

−
𝜏 − 𝜏

2 𝐸 ∑
𝑗

𝜂𝑗 ∫ [∑𝑚,𝑛
𝑎𝑛

𝑚𝐵𝑛
𝑚(𝑡, 𝑟, 𝜃𝑗)

]

2

d𝑡.

（3.24）
对系数的一阶导为

∂ lnℒ
∂𝑎𝜇

= 2 ∑
𝑖

𝐵𝜇(𝑟, 𝜃𝑗 , 𝑡𝑗𝑖)

[∑𝑚,𝑛 𝑎𝑛
𝑚𝐵𝑛

𝑚(𝑟, 𝜃𝑗 , 𝑡𝑗𝑖)]
−

𝜏 − 𝜏
2 𝐸 ∑

𝑗
𝜂𝑗 ∫ 2𝐵𝜇(𝑡, 𝑟, 𝜃𝑗)

[∑𝑚,𝑛
𝑎𝑛

𝑚𝐵𝑛
𝑚(𝑡, 𝑟, 𝜃𝑗)

]
d𝑡.

（3.25）
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对系数的二阶导为

∂2 lnℒ
∂𝑎𝜇∂𝑎𝜈

= 2 ∑
𝑖

𝐵𝜇(𝑟, 𝜃𝑗 , 𝑡𝑗𝑖)𝐵𝜈(𝑟, 𝜃𝑗 , 𝑡𝑗𝑖)

[∑𝑚,𝑛 𝑎𝑛
𝑚𝐵𝑛

𝑚(𝑟, 𝜃𝑗 , 𝑡𝑗𝑖)]
2 −

𝜏 − 𝜏
2 𝐸 ∑

𝑗
𝜂𝑗 ∫ 4𝐵𝜇(𝑡, 𝑟, 𝜃𝑗)𝐵𝜈(𝑡, 𝑟, 𝜃𝑗)d𝑡.

（3.26）
该式形如 𝐴𝐴𝑇 + 𝐵𝐵𝑇，半正定，因此优化问题为凸问题。

将 {𝑟𝑘, 𝜃𝑘}分为若干非交子集，𝑘为考虑不同顶点位置下遍历 𝑟, 𝜃子集的索引。
记做 Bin(𝑟,𝜃)。若每个子集测度近似相等且元素个数足够多，对应于高光产额下同

一位置发射的光子足够多，则有

∵𝑃 ([𝑡, 𝑡 + d𝑡]) = 𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃)d𝑡

∴ ∑
𝑘

∑
𝑡𝑘∈Bin(𝑟𝑘,𝜃𝑘)

𝑃𝑚(𝑡𝑘)𝑍𝑛(𝑟𝑘, 𝜃𝑘)𝑃𝑝(𝑡𝑘)𝑍𝑞(𝑟𝑘, 𝜃𝑘)
𝑅(𝑡𝑘; 𝑟𝑘, 𝜃𝑖)

≈ ∑
𝑘

1

∫
−1

𝑃𝑚(𝑡)𝑍𝑛(𝑟𝑘, 𝜃𝑘)𝑃𝑝(𝑡)𝑍𝑞(𝑟𝑘, 𝜃𝑘)
𝑅(𝑡; 𝑟𝑘, 𝜃𝑖)

𝑅(𝑡; 𝑟𝑘, 𝜃𝑖)d𝑡

= ∑
𝑘

𝛿𝑚𝑝𝑍𝑛(𝑟𝑘, 𝜃𝑘)𝑍𝑞(𝑟𝑘, 𝜃𝑘).

（3.27）

因此式（3.26）近似为

−∂2 lnℒ
∂𝑎𝑚𝑛∂𝑎𝑝𝑞

≈ 2
𝑁PE

∑
𝑖=1

𝛿𝑚𝑝𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑖)𝑍𝑞(𝑟, 𝜃𝑖) + (𝜏 − 𝜏)
𝑁PMT

∑
𝑗=1

𝛿𝑚𝑝𝑍𝑛(𝑟, 𝜃𝑗)𝑍𝑞(𝑟, 𝜃𝑗). （3.28）

相比（3.26）可以大幅减少计算量。

3.3.3 使用子集迭代拟合 Probe

对𝑁 个不同数据集使用相同阶数的多项式进行拟合，得到𝑁 个 Probe。每个
Probe对应一组多项式拟合系数 𝒂𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑁)。对于每个 Probe，假设任意一
组同等维数的系数 𝑎服从均值为 𝑎𝑖 的高斯分布，因此直接对多组数据取其平均值

作为新的结果。

训练集包含顶点在球内随机分布且能量相同的 20万组事例。实际处理中将数
据按照 PMT序号分类，考虑到最上面的两圈和最下面的两圈 PMT受到进出水口
的影响，共 40个 PMT的数据被去掉。对约 17500个子集分别拟合其 Probe，将得
到的所有系数取平均后作为下一次迭代初值的输入。以上 Probe的预处理、迭代优
化流程如图3.1所示。
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模拟事例

选择相同 PMT
的事例构建子集

得到每个子

集的 Probe

对所有子集取平

均得到新子集

更新初始值

停止

否

是

图 3.1 使用迭代拟合 Probe流程图。

3.4 Probe的拟合优度分析

3.4.1 使用蒙特卡洛方法获得 Probe

对训练集的输入数据在 𝑟, 𝜃, 𝑡维度上分 bin可以直观的表示其分布。如果统计
量足够大，等价于直接使用蒙特卡洛方法使用三维直方图对 Probe近似。本工作中
拟合输入为 20万个事例，单个事例 PE数接近正常值的百倍，可以达到统计量的
要求。若统计量足够大，该结果可直接作为拟合结果的上限。其优势在于准确反

映全反射、多次反射、发光时间谱上升沿等在 Probe中接近阶跃函数的部分。但实
际中无法达到如此高的统计量。本文将蒙卡方法得到的 Probe视为 Probe性能的上
限，称为蒙卡 Probe，并基于此研究 Probe中需要优化的细节。
使用蒙卡方法获得 Probe的过程相当于得到 Probe函数的 map，由于3.1节中

Probe的定义故其本质与传统 map不同。假设 Probe具有良好的球对称性，可以根
据 𝑟, 𝜃, 𝑡将数据划分为大量足够小的三维区间，每个区间内的期望 PE数近似相同，
可直接由落入该 bin内的观测数据获得。与拟合相比，其结果不会受限于多项式的
阶数和形式，但是引入了巨大的自由度。

其计算过程如下所示：欲得到某一时刻 𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃)的数值，首先选取该三维区
间内符合条件的顶点和 PMT的 𝑟, 𝜃，即为式（3.9）中 nonhit项中的数据，个数为
𝑁nonhit。符合条件的所有 PE对应 hit项，其个数为𝑁hit，根据多个泊松分布的可叠

加性，有

𝑁hit ∼ Pois
⎛
⎜
⎜
⎝
𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃)

nonhit

∑
𝑖

𝜂𝑖
⎞
⎟
⎟
⎠

⇒ 𝑅̂(𝑡; 𝑟, 𝜃) = 𝑁hit

∑nonhit
𝑖 𝜂𝑖

. （3.29）

𝑁hit可由 hit项对 𝑟, 𝜃, 𝑡做三维直方图得到，𝑁nonhit项可由 nonhit项对 𝑟, 𝜃做二
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维直方图得到。将该方法扩展到所有区间后，得到的结果即为使用蒙卡方法得到

的 Probe，记为𝑅MC(𝑡; 𝑟, 𝜃)。统计量足够大时，对不同的 𝑟, 𝜃, 𝑡使用插值可得到全空
间的响应。按照 𝜃分 bin可以在近端 𝜃 ∼ 0和远端 𝜃 ∼ 𝜋 更精细的响应。区间划分
策略为按照 𝑟3, 𝜃, 𝑡分为 500, 1500, 600个区间，选取的数据中时间从0 ns到600 ns。

图3.2是蒙卡 Probe利用有节点和无节点的 JUNO几何模拟得到的结果，其中
节点的定义见1.5小节。Probe的边缘分布显示了期望 PE随 𝑟, 𝜃的变化。两幅图中
均显示出全反射、多次反射等效应引入的复杂结构，本文将在第4章详细讨论光路
成因。宏观上看两图差异不大，节点结构为 JUNO实验特有，引入了更加复杂的
光学过程，第7章将详细讨论节点的影响。

(a)有节点的 Probe边缘分布。 (b)无节点的 Probe边缘分布。

图 3.2 使用蒙卡 Probe 得到的边缘分布（即期望 PE）随 𝑟, 𝜃 变化图，其中节点的定义
见1.5小节。边缘分布可以看作 PMT位于 0度，顶点及 PMT的相对位置可以转化为 𝑟, 𝜃，
图中颜色表示不同顶点对该 PMT期望 PE的贡献。

3.4.2 Probe边缘分布与条件分布的拟合效果

为了直观的检查 Probe的拟合效果，我们绘制了 Probe的边缘分布及选定七个
位置的条件分布，使用拟合 Probe与蒙卡 Probe对比。
为比较效果我们额外使用了相同条件下的1000个文件作为测试集，首先将所

有事例根据顶点和 PMT 的位置关系映射到 𝑟, 𝜃，并在选定的顶点附近选择所有
0.05𝑟LS 的范围内的事例。给出的拟合结果为该区域内所有顶点的拟合 Probe的结
果叠加取平均，可以防止分 bin的影响，即

1
𝐾

𝐾

∑
𝑘

𝑅(𝑡; 𝑟𝑘, 𝜃𝑘
𝑗 ). （3.30）

其中 𝑘为事例索引，拟合结果如图3.3所示。
以上结果可以看出函数基 Probe完成了对宏观结构的拟合，(b)中边缘分布与

真值之比接近于 1，其主要偏差在全反射区域的分界面上，用函数基拟合阶跃结构
引入了吉布斯效应，无法看到全反射区域和内部锐利的边缘。除此之外，在 𝜃 ≈ 𝜋
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(a)函数基拟合 Probe的边缘分布。
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(b)函数基拟合与蒙卡之比。
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(c) Probe的条件分布。
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(d) Probe的条件分布。
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(e) Probe的条件分布。

0 200 400 600
t/ns

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

L=96 Z=121 r=0.50rLS θ=π
R(t)
histogram

(f) Probe的条件分布。

图 3.3 对 JUNO探测器（含节点）的 Probe拟合结果。

(a) – (b)展示了 Probe边缘分布的函数基拟合效果及其与蒙卡 Probe的比值，此时蒙卡 Probe
的输入数据为测试集中的一个子集。边缘分布可以看作 PMT位于 0度，顶点及 PMT的相
对位置可以转化为 𝑟, 𝜃，图中颜色表示不同顶点对该 PMT期望 PE的贡献，条件分布展示
了指定顶点对该 PMT贡献的 PE强度随时间的变化。由于球对称性，顶点和 PMT的位置
均可由该图经过旋转得到。(c) – (f)中蓝线展示了不同 𝑟, 𝜃 下 Probe条件分布的拟合结果，
其中 histrogram为蒙卡 Probe的结果。其位置分别代表全反射区域、近端、远端、聚焦点。
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处函数基也显著偏低。在整个中心区域，可以看到比值变化呈现周期性结构，这是

由于 Zernike多项式阶数不够引入的。(c) – (f)是函数基 Probe对条件分布的拟合，
从宏观结构看拟较为准确，但在某些位置欠拟合。除此之外，在勒让德多项式的

端点处，超高阶数会产生非物理的尖锐的峰，而阶跃函数也会由于吉布斯效应产

生震荡结构。关于全反射、聚焦点、远端等效应我们将在第4章详细讨论。

3.4.3 基于验证集的最优模型选择

验证集的函数与拟合过程中相同，使用式（3.31）返回的似然函数值可作为该
模型的分数，更高的分数表明拟合优度更好。评分函数为

lnℒ =

nonhit

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
−

𝜏 − 𝜏
2

𝑁PMT

∑
𝑗 ∫ 𝜂𝑗𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃𝑗)d𝑡 +

hit

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑁PE

∑
𝑖=1

ln [𝑅(𝑡𝑖; 𝑟𝑖, 𝜃𝑗𝑖)] . （3.31）

在 hit项中 𝜂𝑗 固定为常数，未在式中考虑。综上，在整个画图和验证集中，不需要

出现每个 PE对应的 QE，只需要记录每个顶点和 PMT对应的 QE，极大地减少了
数据存储量。我们分别将蒙卡 Probe和不同拟合轮数的结果代入，得分如图3.4所
示。通过测试集可以证明该操作使评分提高，其评分逐步上升。当阶数固定时，随

着迭代次数增加其结果趋于收敛。当增加多项式的阶数时，可以看到该数值有显

著提升，足够多的阶数可使其达到最佳值。当前阶数距离蒙卡数据的结果仍有差

异。
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图 3.4 使用测试集对不同迭代轮数、不同阶数的系数进行评分。

分数越高代表拟合效果越好。其中 Z后的数字代表 Zernike多项式的阶数，L后的数字代
表勒让德多项式的阶数。前面 8轮以 121 × 64组合的多项式作为基底。随后将迭代结果作
为初值输入到 121 × 96的系数中。

受限于数据量和阶数，拟合 Probe的结果在全反射区域有较大偏差。如果直接
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用于顶点重建，重建偏差随顶点半径的分布如图3.5(a)所示。以 𝑟 = 16m为例，其
重建值为15.8m。图3.5(b)展示了半径为16m模拟数据中期望 PE数随 𝜃的变化，以
及16m和15.8m Probe的拟合效果，实际数据在16m的结果与预测值的15.8m更吻
合。该半径处刚发生全反射，函数基拟合处于欠拟合，故引入了偏差。
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(a)重建径向 bias。
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(b)半径16m处的拟合结果。
图 3.5 函数基拟合 Probe顶点重建偏差。

(a)为顶点重建结果，径向偏差在全反射即将发生临界区域接近0.2m。(b)展示了半径16m
处的拟合效果，有无节点差异不大，但是 Probe处于欠拟合。

虽然可以通过位置修正可以减小顶点偏差带来的能量非线性，但与我们目标

得到精确的点源响应相左，修正后的能量分辨率一定差于精确建模的结果。

3.5 本章小结

本章引入了非齐次泊松过程来描述点源响应模型。相比于传统方法分别对 PE
和时间信息建模，该方法从统计学上将两个概念统一起来，并基于该模型给出了

单个事例同时包含 PE和时间的似然函数，可直接用于事例重建。
我们首先根据球对称性把点源响应模型 Probe的自由度简化到 𝑟, 𝜃, 𝑡，采用函

数基拟合，在空间上利用 Zernike多项式，在时间上利用勒让德多项式，组合成三
维多项式。为达到更好的拟合效果，我们使用基于飞行时间和立体角的物理模型

作为先验进行修正，并利用梯度信息和海森矩阵加速优化。为解决数据量大的问

题，我们使用多个子集的结果取平均并反复迭代，最终基本达到了指定阶数下的

拟合效果上限。该方法可推广至任意数据量、任意材料的球形探测器。

为评价拟合优度，我们使用测试集对不同阶数的模型做出评价，并以蒙特卡

罗方法获得的 Probe作为上限，比较了函数基拟合目前存在的不足。虽然其在宏观
结构上差异不大，但全反射区域由于 Probe接近阶跃函数导致欠拟合，还存在周期
性振荡结构。在时间维度存在吉布斯效应，多峰结构无法准确刻画。Probe的偏差
将传递至能量重建而使能量分辨率变差，从而影响最终物理目标。
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本文于第5和6章对 Probe推广的核心是获得精确的点源响应模型 Probe，故本
文于第4详细讨论探测器中复杂的光学过程及如何提升 Probe的精度。当该模型实
际应用于 JUNO几何时，我们在第7章考虑了非球对称修正以进一步提升 Probe的
精度。
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第 4章 模型中全反射和多次反射的影响研究

第3章使用三维多项式拟合 Probe，该过程可推广至任意球对称探测器。但在
局部细节需要更高阶数拟合，受限于当前计算水平难以实现。本章着重解决两个

问题：其一是如何通过优化拟合过程提升模型的准确性；其二是基于模拟研究高

阶成分是如何由光学过程引入的，并以此为依据改进模型使拟合更准确。最后研

究了这些光学过程对重建的潜在影响。

本章着重于以液闪为探测介质、水为缓冲物质的组合的探测器。由于折射率

的差异引入全反射效应：对于确定 PMT，探测器中某些顶点发出的光将几乎不会
被探测到，除非发生散射、吸收重发射等过程，如图2.1所示。除此之外，探测器
中的多次反射使得探测器中的光路也无法忽略。以上过程可推广至不同尺度的液

闪-水探测器。

4.1 使用变系数分解法拟合 Probe

为了回避庞大的数据量，本节选择锦屏一吨原型机进行研究，详细几何

见1.4.3小节。其半径为0.65m，PMT共30个。其中心为液闪，缓冲物质为水，因
此也存在全反射、多次反射等效应。相比于 JUNO，其光子的衰减长度、吸收重发
射等效应将会减弱。同时其几何结构除出、入水口外几乎是完美的球对称，且无

JUNO中节点的影响。因此可以将锦屏一吨原型机近似为理想的缩小版 JUNO。
本章采用变系数分解法 [88]。其主要流程为拟合一个高维函数某个变量的条件

分布，得到 𝑚阶系数。然后将每个系数作为第二个变量的条件分布，返回 𝑚 × 𝑛阶
系数，重复该过程直至遍历所有变量，最终返回 𝑚 × 𝑛 × ⋯的系数作为总的系数，
可以极大突破拟合中内存的限制。

4.1.1 一维多项式的拟合结果

2.4.2节指出在小探测器中 PE信息主导了重建的分辨率。在小探测器中不同位
置的 𝑅̃(𝑡; 𝑟, 𝜃)几乎满足平移不变性，因此本节忽略时间分布的形状差异，将 Probe
退化到 Probe的边缘分布，维度仅包含 (𝑟, 𝜃)。
拟合边缘 Probe的策略是先拟合 𝜃再拟合 𝑟，每次拟合的数据拥有相同的 𝑟，然

后将得到的系数作为 𝑟的条件分布再对 𝑟拟合。借助图2.1中的符号定义，对于 PE
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信息，其观测值服从泊松分布，采用泊松回归 [84]，即

ln E [𝑛𝑗] = ln 𝜆𝑗 = ∑
𝑙

𝑐𝜆
𝑙 (𝑟)𝑃𝑙(cos 𝜃𝑗) + 𝜇𝑗 . （4.1）

𝜇𝑗 正比于 PMT的量子效率以及事例的能量，即

𝜆𝑗(𝐸, r, 𝜂𝑗) = 𝐸𝜂𝑗𝜆𝑗(r)

⇒ ln 𝜆𝑗(𝐸, r, 𝜂𝑗) = ln𝐸 + ln 𝜂𝑗 + ln 𝜆𝑗(r).
（4.2）

在模拟中若将 PMT的性质设为全同，并且用于建模的事例能量均相等，此时的 𝜇𝑗

是一个常数，并在回归分析中贡献到 0阶的系数中。𝑐𝜆
𝑙 (𝑟)可根据下式得到。

lnℒ(𝑐𝜆
𝑙 (𝑟))

= ln∏
𝑗
exp(−𝜆𝑗)

𝜆𝑛𝑗
𝑗

𝑛𝑗!

= ∑
𝑗

(−𝜆𝑗 + 𝑛𝑗 ln 𝜆𝑗) + Const.

（4.3）

类似地，可以对 𝑅̃(𝑡)中时间平移项进行拟合，称为期望时间。此处的期望定
义为一个分布的指定分位数而非传统意义的期望，回归方式为分位数回归 [85]。该

方法是一个鲁棒的估计，发光时间的长尾影响将被抑制。期望时间 𝑇𝑗 的数学表达

式为

E𝜏[𝑡𝑗𝑖] = 𝑇𝑗 = argmin
𝑐 [∑

𝑗
ℛ𝜏(𝑡𝑗𝑖 − 𝑐)

]
= ∑

𝑙
𝑐𝑇

𝑙 (𝑟)𝑃𝑙(cos 𝜃𝑗) + 𝑈𝑗 . （4.4）

ℛ𝜏(𝑡)为分位数回归中的损失函数，定义为

ℛ𝜏(𝑡) = −(1 − 𝜏) ∑
𝑡<0

𝑡 + 𝜏 ∑
𝑡⩾0

𝑡. （4.5）

𝑈𝑗 与 PMT的渡越时间以及每个事例的起始时间相关，是一个常数并在回归分析
中贡献到 0阶的系数中。
寻找损失函数 ℛ𝜏 的最小值等价于寻找 ℒ ∝ exp(−ℛ𝜏 /𝑡𝑠) 的最大值。𝑡𝑠 是一

个大于 0 的正数，定义为时间尺度因子。欲求其对应的概率密度函数，需要对
exp(−ℛ𝜏 /𝑡𝑠)归一化，可得

∞

∫
−∞

exp(−ℛ𝜏
𝑡𝑠

)d𝑡 =
𝑇𝑗

∫
−∞

exp[−(1 − 𝜏)
𝑇𝑗 − 𝑡

𝑡𝑠
]d𝑡 +

∞

∫
𝑇𝑗

exp[−𝜏
𝑡 − 𝑇𝑗

𝑡𝑠
]d𝑡

= 𝑡𝑠
1 − 𝜏 + 𝑡𝑠

𝜏 = 𝑡𝑠
𝜏(1 − 𝜏).

（4.6）

因此使用分位数回归等价于使用式（4.7）的概率密度函数。其与蒙卡真值的
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PDF及累积分布函数 (CDF)比较如图4.1所示。即使发光时间有较长的尾巴，分位
数回归都可以做一个鲁棒的估计。本研究中侧重于使用分位数回归逼近时间的概

率密度函数，未来可应用于取合适的分位数拟合飞行时间。

𝑅̃(𝑡) = 𝑡𝑠
𝜏(1 − 𝜏) exp(−ℛ𝜏

𝑡𝑠
). （4.7）

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
cosθ

0

25

50

75

100

125

150

175

200

H
it

tim
e/

ns

qt regression

100

101

102

103

(a)分位数回归结果。

0

10

20

R
τ

0 25 50 75 100 125 150

Time/ns

0.00

0.02

0.04
R

ts = 2.0
ts = 3.0
ts = 5.0
MC

(b)损失函数等效的 PDF。

0 25 50 75 100 125 150

Time/ns

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Q
ua

nt
ile

va
lu

e

Fit
MC

(c)最佳 𝑡𝑠 下的 CDF。

图 4.1 分位数回归的效果展示。

(a)展示了 𝑟 ≈ 0.98𝑟LS 时的分位数回归结果，(b)中上图展示了分位数回归的损失函数，下
图展示了不同 𝑡𝑠 下分位数回归等效的时间的概率密度函数。有蒙卡得到的真值为黑色实
线。(c)展示了 𝜏 = 0.1时的 CDF与真值的对比。

训练集中将 PMT的 TT的均值设为 0，TTS相同，并且每个事例均在 0时刻
触发，能量均相同，PMT量子效率都相同，该处理不失一般性。每一个 𝑟可以拟
合得到一组合 𝑐𝜆

𝑙 与 𝑐𝑇
𝑙 ，首先将 𝑟归一化，为使 𝑟在 0处导数为 0，仅使用偶对称

的多项式拟合，实际操作中仍使用勒让德多项式，分解为

𝑐𝜆
𝑙 = ∑

𝑚⩾0
𝑐𝜆

𝑙,2𝑚𝑃2𝑚(𝑟/𝑟LS), （4.8）

𝑐𝑇
𝑙 = ∑

𝑚⩾0
𝑐𝑇

𝑙,2𝑚𝑃2𝑚(𝑟/𝑟LS). （4.9）

回归中限定每组 𝑟相同，在整个探测器内均匀分布的事例无法满足这种要求。
而由于 PMT个数有限，采用定点模拟将会使 𝜃的取值不能覆盖所有情况。实际中
训练集的模拟条件如下所示：

1. 训练集中按照半径分成不同的子集，每个子集中的事例中的顶点拥有相同的
𝑟，顶点在以 𝑟为半径的球面上均匀分布。

2. 半径在非全反射区域的 𝑟从0mm到550mm，步长为10mm。在全反射区域的
𝑟从550mm到644mm，步长为2mm。

3. 每个子集模拟 5000个事例。在全反射区域附近实际触发的事例会受触发条
件的影响。

最终回归分析得到的 𝑐𝜆
𝑙 (𝑟)和 𝑐𝑇

𝑙 (𝑟)随 𝑟变化如图4.2所示。通过低维的函数以直积
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组合成高维形式，可以提升模型的精度，有效地可视化点源响应并理解探测器中

的光学模型，如全反射，聚焦等。

4.1.2 二维多项式的拟合结果

也可以直接以 𝑟, 𝜃为输入的二维多项式作为基底进行拟合，如 Zernike多项式:

E𝜏[𝑡𝑗𝑖] = 𝑇𝑗 = ∑𝑚 ∑𝑛
𝑇 𝑚

𝑛 𝑍𝑚
𝑛 (𝑟/𝑟LS, 𝜃𝑗). （4.10）

此时分解形式为

ln E[𝑛𝑗] = ln 𝜆𝑗 = ∑𝑚 ∑𝑛
𝜆𝑚

𝑛 𝑍𝑚
𝑛 (𝑟/𝑟LS, 𝜃𝑗). （4.11）

其形式见式（3.12）。也可以使用两个勒让德函数的直积作为新的基底，即

𝐵𝑚𝑛(𝑟, cos 𝜃) = 𝑃𝑚(𝑟/𝑟LS) × 𝑃𝑛(cos 𝜃). （4.12）

使用 𝐵𝑚𝑛(𝑟, cos 𝜃)替换 𝑍𝑙(𝑟, 𝜃𝑗)可以得到相似的分解方式。
测试集使用球内均匀分布的数据，评分按照式4.3似然函数，不同分数的模型

如图 4.3所示。
拟合过程中，图4.3(b)显示变系数分解法可获得更高的自由度和更高的评分，

内存占用和运行时间均缩减为 ∼ 1/100量级，二维多项式运算时内存占用极高。
本节实现了从二维到一维的优化，时间平移不变性破坏时尚未考虑。目前第3章

中的拟合自由度量级在10000 附近，而变系数分解法可以作为启发优化其拟合流
程，我们在4.2节讨论。

4.2 基于光学传播模型的 Probe条件分布拟合

本章将用两种方式拟合 Probe 的条件分布：首先使用泛化性能较好的勒让德
多项式，另一种是基于几何光学的光学传播模型拟合 Probe。以变系数分解法为启
发，本节的目标是将时间维度的条件分布选择合适的形式进行参数化，然后将拟

合的系数视作 𝑟, 𝜃的函数，从而做到准确且尽可能简化自由度。

4.2.1 勒让德多项式拟合

勒让德多项式是正交完备的基底，泛化性能较好。但在 Probe中阶跃函数的拟
合可能会引入吉布斯效应，与第3章中的函数基拟合相比，为减少振荡结构，选择
阶跃函数的起始点作为勒让德多项式的左边界，并对特定 𝑟, 𝜃下 Probe的条件分布
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(f)非齐次泊松过程。

图 4.2 变系数分解法的拟合结果。

(a)与(b)分别为不同能量下 PE和时间的拟合结果。虚线 0.88𝑟LS 对应全反射临界区域，误
差棒为一倍标准差。(c) – (f)展示了2MeV 𝑒− 的变系数分解法结果。(c)和(e)分别为拟合的
PE和时间信息。(c)中 𝑟 = 0.4𝑟LS 和 𝜃 = 5𝜋/6两个结构将会在4.3.4节讨论。(d)为 PE拟合
值与真值之比。(f)是 𝑟 = 0.99𝑟LS且 𝜃 = 0处拟合的非齐次泊松过程与蒙卡的比较。

49



第 4章 模型中全反射和多次反射的影响研究

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Number of parameters on r

20
25

30
35

40
45

N
um

be
ro

fp
ar

am
et

er
s

on
θ

6890 1461 1337 1373 1462 1502 1527 1536 1568

6426 788 519 470 494 511 535 544 571

6250 518 185 95 70 86 104 110 125

6204 469 135 42 4 0 6 10 21

6222 490 153 57 15 8 12 12 21

6209 460 131 41 13 4 6 15 48

10−2

10−1

100

101

102

103

(a)不同阶数下的相对分数。

200 500 1000 2000 4000
Degree of Freedom

10−1

100

101

102

103

104

R
el

at
iv

e
sc

or
e

20
25

30

35

40

45
Varying
coefficient
Zernike
dLeg

(b)自由度和相对分数的关系。

图 4.3 不同阶数下与最佳模型的相对分数。

相对分数指不同模型的评分与其中最高评分的差距。(a)显示 (𝜃, 𝑟)使用 35 × 35阶可达最
佳效果。(b)考虑了 Zernike和双勒让德（dLeg）组合多项式。数字代表第一次拟合使用的
参数个数，横轴代表两次拟合所有的系数。

使用 32, 64, 96三种阶数进行拟合。连接函数为平方形式，即拟合

𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃) =
[∑𝑚

𝑎𝑚𝑃𝑚(𝑡′)
]

2

. （4.13）

其海森矩阵半正定。数据量充足的情况下∑𝑚 𝑎𝑚𝑃𝑚(𝑡′)必定恒正或恒负，其平方值
一旦为 0在极大似然法中意味着无穷大。恒为负情况可以加负号变为恒正，以下
仅讨论恒正情况。但是数据量不足的情况下则可能出现∑𝑚 𝑎𝑚𝑃𝑚(𝑡′)不满足恒正要
求，从而出现零点。这组解与恒正的结果相比是局域极值，导致部分系数出现巨

大波动，因此变系数分解法会由于高阶系数的剧烈震荡在此处无法推广。

图4.4展示了拟合的结果。图4.4(a)展示了 Probe 的条件分布 𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃) 与蒙卡
Probe在此处的比较，数字代表拟合使用的阶数。图4.4(b)展示了使用连接函数前
的拟合结果。由于统计量不足,该值并非恒正，导致零点存在。

𝑡增大时，击中时间的理想分布应遵循近似多个指数成分的叠加，即多个指数
分布的混合模型，而勒让德多项式引入了一系列的振荡结构都与物理模型无关，这

些非物理的结构都会引入潜在的局域极值和偏差。且不利于时间窗的延拓，需要

重复整个流程。

由此可见，勒让德多项式拟合有如下缺点：拟合阶跃函数存在吉布斯效应；指

数拟合引入非物理结构；统计量不足会出现零点。如果将所有事例同时拟合，在邻

域的观测值会极大的限制零点的出现，且减少非物理的振荡结构，但相当于回到

了第3章中的函数基拟合方法，故勒让德多项式不适合条件分布的拟合。
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(b) ∑𝑚 𝑎𝑚𝑃𝑚(𝑡′).

图 4.4 使用勒让德多项式对 Probe的条件分布进行拟合。不同颜色代表了拟合时不同的
阶数，仅有 96阶系数对三峰拟合成功。(b)为左图平方之前的形式，有零点。

4.2.2 光学传播模型的研究

本小节利用探测器模拟中的光学过程研究 Probe拟合中高阶分量产生的原因。
顶点到 PMT可能存在多条光路。在非全反射区域，顶点的光子可以直达 PMT。在
临近全反射区域，即使反射率接近 1，多次反射之后透射率仍不可忽略。使得光子会
先经过亚克力反射再到达 PMT。以图 4.5为例，借助软件 [89]，顶点位于 𝑟 ∼ 0.8𝑟LS,
且 𝜃 ∼ 5𝜋/6时，共有四种类型的光路可以击中指定 PMT。其中直入射所占的比例
较高，是图中最亮的一条。光路 2，3均为经过一次亚克力反射后被击中的光路，由
于透射率较高，导致反射的光线强度小于直入射情形。光路 4为先击中 PMT的反
方向，然后再反射回 PMT的位置。这种光路的透射率最高，反射光强度最小，因
此在图中颜色最暗淡，几乎无法看清。实际的光子发射是各向同性的，问题中的

光路 1的立体角最小，光路 2，3次之，光路 4最大。
在 JUNO探测器中，当顶点位于 (0, 0, 17000) mm且 𝜃接近 𝜋时，图4.6绘制了

击中 PMT的可能光路，其中颜色的深浅代表强度。在图中，随着 𝜃增大，多次反射
的成分比重增加且更难以忽略。顺时针和逆时针的光路分别正比于 𝜃以及 2𝜋 − 𝜃。
当 𝜃 ∼ 𝜋时，顺时针、逆时针的光路对称，等价于同一条光路，因此峰的强度远超
过附近区域，称为聚焦效应，此时第二个峰的强度甚至会超过直入射分量。

多次反射效应的叠加使经过反射的 PE高于直入射分量，如果使用第一个 PE
击中时间将损失这些信息。因此精确的 Probe将会给顶点、能量重建提供更多的信
息，但是描述这些结构极具挑战。

由于一次反射，从反方向反射的成分较弱，本工作中暂时忽略。使用三个分

量分别对应直入射、顺时针、逆时针来描述可以预测 Probe的条件分布。当固定 𝑟
时，在不同的 𝜃下时间分布如图4.7所示。
根据

𝜋𝑟LS
𝑣

𝜃
𝜋 和

𝜋𝑟LS
𝑣

2𝜋−𝜃
𝜋 作为初值，在 𝜃 ∈ [0.75, 0.9]𝜋 范围内，以初值前后
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图 4.5 击中同一个 PMT的不同光路示意图

光子从顶点（Vertex）出发，至少有 4种光路可以击中 PMT。其中光路 1为直入射光线，
光路 2、3、4均经过液闪和水分界面反射一次后再击中 PMT。光强从大到小依次对应光
路 1、2、3、4。

[−30, 30]ns内寻峰并拟合出两条直线，呈现出 𝑡和 𝜃是一次函数的关系。当 𝑟减小
时这些效应减弱，因此使用三个峰拟合的假设是合理的。

若从模拟的角度研究 Probe条件分布的成因，主要包含液闪的发光时间和 PE
的飞行时间。在 JUNO模拟中，电子的发光时间服从四个指数分布 [90]的混合模型，

公式为

𝑝(𝑡) =
4

∑
𝑖=1

𝛼𝑖
1
𝜏𝑖
exp(− 𝑡

𝜏𝑖
). （4.14）

其比例为

表 4.1 JUNO液闪中的衰减成分。

𝑖 1 2 3 4

𝛼𝑖 70.7 % 20.5 % 6 % 2.8 %
𝜏𝑖 4.6 15.1 76.1 397

由此可见，单一的指数分布无法拟合实际情况。在模拟中提取出的时间发光

谱如图4.8所示。
PE的飞行时间可以通过 PE被 PMT接收到减去模拟中的发光时间，即使剔除

了吸收重发射的 PE，由于色散、多次反射等过程，该分布并非单个狄拉克分布或
者几个简单的狄拉克分布叠加。选取了四个典型的位置如图4.9所示。即使在探测
器中心，粒子会由于上述效应产生“长尾效应”，这个效应是非高斯且难以拟合。

在其他的多峰结构中，几个统计较高的峰显示不发生吸收重发射的量远超吸收重
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(a) 𝜃 = 0.81𝜋. (b) 𝜃 = 0.85𝜋.

(c) 𝜃 = 0.89𝜋. (d) 𝜃 = 0.91𝜋.
图 4.6 JUNO探测器中的光路。

顶点（Vertex)位于 (0, 0, 17000) mm，选取不同 𝜃下击中 PMT的光路。大部分光路处于圆
心-顶点-PMT所在平面内，光路超过亚克力球壳半周为逆时针，否则为顺时针。其时针方
向具体按如下方法判断：取向量圆心-顶点和圆心-PMT的叉乘方向作为正方向，然后计算
圆心-顶点与每一路径中点的方向。若其同号则规定为顺时针，异号则规定为逆时针。随
着 𝜃的增大，多次反射的路径比重增加。𝜃 = 0.85𝜋显示逆时针方向首先出现多次反射。随
着 𝜃的进一步增大，顺、逆时针的成分均增加。顺时针的路径约正比于 𝜃，逆时针的路径
约正比于 2𝜋 − 𝜃，均为 𝜃的一次函数。
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图 4.7 给定 𝑟下的时间分布与 𝜃的关系。
固定 𝑟 = 𝑟LS 与 𝑟 = 0.94𝑟LS，扫描不同的 𝜃 可以得到 Probe的条件分布，将该半径下所有
𝜃拼接而成即可。事例起始时刻为0 ns。图中左侧由于飞行时间限制没有 PE击中，右侧两
条黑色虚线显示了击中时间和 𝜃 存在一次函数关系的结构，印证了图4.6的结构。左侧虚
线为顺时针光路，右侧虚线为逆时针光路。

0 50 100 150 200
time/ns

102

103

104

105

106

S + C
S
Fit

(a) JUNO模拟中电子发光时间谱。
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(b) JUNO模拟中不同粒子发光时间谱。

图 4.8 JUNO模拟中不同粒子在液闪中的发光时间谱。

(a)是模拟中对 𝑒+, 𝑒− 在液闪中的发光时间采用的数据，限制在 [0, 200]ns。其中 S和 C为
从模拟中提取的不同类型的 PE。S代表闪烁光，与 4指数衰减相符。C代表切伦科夫光，
几乎在瞬间释放。在 J21v1r0-Pre1版本中其总量约为闪烁光的 6 %。Fit由模拟中使用的四
个成分参数叠加而成，参数见表4.1。(b)模拟了初始动能为1MeV的 𝑒−, 𝑒+, 𝛾 的发光时间
谱，限制在 [0, 40]ns。与 𝑒−相比，𝛾 需要经过康普顿散射后才能沉积能量随后发光。𝑒+首
先迅速沉积能量，表现与 𝑒− 相同，随后湮灭出 𝛾 经过康普顿散射效应后通过次级电子发
光。因此 𝑒+ 相当于是多个 𝑒− 的叠加，其初始动能越高表现越接近 𝑒−。
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发射，其余时刻强度基本保持相当。这些复杂的光学效应增加了建模的困难。
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(a)探测器中心的飞行时间分布。
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(b)即将产生双峰结构的飞行时间分布。
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(c)典型三峰结构的飞行时间分布。
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(d)典型双峰结构的飞行时间分布。

图 4.9 不同位置的飞行时间分布。

提取 PE的飞行时间，部分 PE经过吸收重发射。w/o Re-emission表示不含吸收重发射的
PE，w/ Re-emission表示吸收重发射的 PE，total为二者之和，代表所有 PE。

若把发光时间看做对飞行时间的卷积，仅仅对飞行时间建模也会受粒子的吸

收重发射、多次反射、色散等因素影响，其行为依然难以用简单的指数衰减形容

刻画。

4.2.3 基于光学传播模型的多峰拟合

不考虑 TTS，电子在发光时间的起始时刻近乎阶跃函数。其典型的峰个数一
般小于等于 3。本工作采用三个含有一个上升时间和两个衰减时间的多指数函数
拟合 Probe的条件分布，我们将其命名为“三指数分布”，如式（4.15）所示。
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𝑅(𝑡) =
3

∑
𝑖=1

𝐴𝑖 [
𝛼𝑖(𝜏𝑖,3 + 𝜏𝑖,1)

𝜏2
𝑖,1

+
(1 − 𝛼𝑖)(𝜏𝑖,3 + 𝜏𝑖,2)

𝜏2
𝑖,2 ] [𝛼𝑖 exp(−𝑡 − 𝑡𝑖

𝜏𝑖,1
) + (1 − 𝛼𝑖) exp(−𝑡 − 𝑡𝑖

𝜏𝑖,2
)]

[1 − exp(−𝑡 − 𝑡𝑖
𝜏𝑖,3

)] (𝑡 > 𝑡𝑖).

（4.15）
与勒让德多项式相比，式（4.15）中各个参数有着较为明确的物理意义。其中

𝐴𝑖代表 PE的强度, 𝜏𝑖,1和 𝜏𝑖,2代表两种衰减成分的衰减时间，𝜏𝑖,3代表上升时间。𝛼𝑖

代表两种衰减成分的比例，范围在 [0, 1]之间，𝑡𝑖为平移不变项。注意到该拟合选

择的基底并不正交，两种衰减成分完全等效，𝛼可以代表任意一种衰减成分。除此
之外三个峰的函数形式也完全等价，因此系数之间存在极强的相关性，最终拟合

结果强烈依赖于初值。为简单起见，损失函数定义为拟合结果与蒙卡 Probe的残差
平方和，拟合形式为

ℒ = ∑𝑡
[𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃) − 𝑅MC(𝑡; 𝑟, 𝜃)]2. （4.16）

其中 𝑅(𝑡; 𝑟, 𝜃)的形式如式（4.15）所示，通过最小化 ℒ 来拟合所有参数，该式不
正交，使得拟合结果对初值敏感：三个时间平移不变项直接影响了峰的位置。其

中第一项按照整个分布的 0.01分位数选取。后两项的光程近似等于 𝜃和 2𝜋 − 𝜃对
应的亚克力球圆弧长度，因此在不同 𝑟下几乎一致。当 𝜃减小时，第二项将会在某
个 𝜃 超出第一项的范围，此时暂时将第二项舍弃。为提高数值稳定性，第三个峰
限制在 𝜃 > 0.4𝜋及 𝑟 > 0.88𝑟LS，其余情况为 0，即只进行双峰拟合。观察到第二项
较强时其峰大约在250 ns左右，第一项 PE强度由前210 ns的数据给出，后两项则
置于 0附近。参考 JUNO的液闪发光时间设置。第一项的两个衰减时间设置为5 ns
及20 ns，第二、三项设置为10 ns和30 ns。上升时间分别设置为1 ns, 5 ns, 5 ns。

其中时间平移项的位置和第一个峰的 PE数是较为重要的参数。峰的形状由两
种衰减成分拟合，但并不清楚其比例，在第一次拟合中，两种成分的比例初值从

0.1到 0.9，步长 0.1并选取最佳的结果。此时的结果数值不稳定，在随后的迭代中，
选择 𝜃 相邻区间的拟合结果作为初值，如果返回结果更优则更新系数，循环这个
过程直至收敛。

当 𝑟较大且 𝜃接近于 0时，多次反射可以忽略，Probe的条件分布只有一个峰，
但受发光时间中四个衰减成分中较慢的两个影响，使用单个峰逼近会出现欠拟合。

考虑到第二个峰对应的顺时针光路强度几乎为 0，我们使用第二个峰来拟合第一
个峰中的慢成分。每个 𝑟, 𝜃都可以返回一组拟合的系数，然后根据 𝑟, 𝜃格点选择周
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围 5 × 5的方格的均值作为初值，重复拟合继续更新系数直至收敛。最终的拟合效
果如下图所示：

图 4.10 探测器中特定位置使用三指数分布与 Zernike×勒让德函数基（121 × 96）的比较
结果，数字为期望 PE，对应不同形状的积分。

其中 MC代表蒙卡方法得到的 Probe，可视作拟合的真值。3 Exp代表使用三指数分布拟
合结果，Legendre代表第3中的函数基拟合方法。后面的数字代表了各自图中使用不同方
法对 𝑡的积分，即期望 PE数，使用函数基拟合的期望 PE数偏差往往大于三指数分布拟
合结果。

由此可见，PE时间 ≈ 600 ns时使用三指数拟合更接近指数衰减，可以适应时
间窗的拓展，与物理模型更吻合。在 𝜃 ∼ 𝜋时，多峰结构拟合使用三指数分布几乎
与蒙卡方法吻合，优于函数基拟合。当顶点位于近点（𝑟 ≈ 𝑟LS及 𝜃 ≈ 0）时，三指
数的拟合仍有差距，由于参数间的相关性，尾部的衰减与蒙卡方法的吻合程度可

能劣于函数基拟合方法。总体来看，使用半物理模型的三指数分布要优于函数基，

考虑到勒让德多项式至少需要 64阶拟合，该方法至少将自由度缩减至约 1/4。

4.2.4 使用验证集评选最优模型

我们沿用第3章中的验证集比较不同拟合方法的结果。函数基拟合使用 121阶
Zernike和 96阶勒让德多项式的组合作为基线，而蒙卡方法的结果近似为上限。类
似于变系数分解法，三指数分布拟合了时间维度的形状，即 Probe的条件分布，每
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次返回 18个系数。每个系数都可看做 𝑟, 𝜃的函数，其中系数 𝐴代表三个峰的幅值，
显示了不同峰对应的 PE数，其拟合结果如图4.11所示：

(a)第一个峰的 PE数。 (b)第二个峰的 PE数。 (c)第三个峰的 PE数。

图 4.11 三指数分布拟合中三个峰 PE数的 𝑟, 𝜃 map。

拟合式（4.15）中不同 𝑟, 𝜃 下 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 的结果。为提高拟合成功率，第三个峰限制在
𝜃 > 0.4𝜋 及 𝑟 > 0.88𝑟LS，其余情况为 0，即只进行双峰拟合。

根据传统的变系数分解法，三维的问题需要依次拟合其边缘分布，最终简化

为一维问题。但此时的系数之间相关性极强，有较大的不确定度，为减少高阶分

量的引入，本文暂时只考虑降时间维度，将得到的系数作为 map在 𝑟, 𝜃维度插值。
与蒙卡 Probe相比，本工作对 𝜃划分的区间从1500缩减300，该分区间方式对应的
新的蒙卡 Probe在表4.2中对应蒙卡（子集），是变系数分解法拟合 Probe的上限。
表4.2显示比起函数基拟合，使用三指数分布后再使用变系数分解法可以获得更好
的效果，与理论拟合上限的差距从 5.7 × 105 缩减至 1.6 × 105，极大地提升了拟合

精度。

表 4.2 不同方法得到的 Probe与理论上限的差距。

类型 函数基拟合 变系数分解法 蒙卡（子集） 蒙卡

分数差/1E4 -57 -47 -31 0

4.3 光学传播模型对重建的影响

一旦重建函数非凸，输入不同初置的顶点有几率返回不同重建结果，则意味

着该问题是多解问题。当统计量足够多时，重建结果可能出现多峰结构。若 Probe
足够准确，给定某顶点，其真值附近一定为一个解，当峰的个数超过一个，意味着

其他解将位于其他区域。当重建顶点位于其他区域，则无法判断其真值是否在这

个区域附近，这种情况称为重建的简并问题。

简并问题主要由点源响应的非凸结构引起的，其可能由于拟合过程中引入，也

可能来源于探测器本身。本章将讨论由探测器引入的局域极值，主要由全反射和多
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次反射导致。若无全反射效应，探测器中 PMT接收到的 PE个数约与顶点到 PMT
的距离平方成反比。在探测器的中心区域，使用重心法重建的位置与真实位置基

本是线性的。然而全反射使近处的 PMT可能接收到较少的光子，在全反射区域重
心法出现巨大的向内的偏差，意味着全反射区域与内部简并。

如果将以上方法改为极大似然估计，在 JUNO探测器中可以回避大多数局域
极值，得益于 JUNO中的 PMT排布足够致密，且大探测器中时间信息主导位置分
辨率。我们着重关注尺度小、PMT排布稀疏的情况，本节的重建基于锦屏一吨原
型机，其几何信息见1.4.3小节。
对此本小结做了三层近似：从包含全部 PMT的重建的似然函数到不包含观测

涨落的余弦距离、再到仅使用 3个 PMT的余弦距离、再转化为相邻两个 PMT的
期望 PE比值。我们将讨论每层近似的合理性，最终将重建中的简并问题简化为两
个 PMT的数量关系。

4.3.1 使用余弦距离近似重建似然函数

根据时间和 PE的似然函数（4.3）及（4.4），重建方程可写为

lnℒ(r, 𝐸, 𝑡0) ∼

timing part

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
∑

𝑖
∑

𝑗

ℛ𝜏(𝑡𝑖𝑗 − 𝑇𝑖 − 𝑡0)
𝑡s

+

PE part

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
∑

𝑖 (−𝐸𝜆𝑖
𝐸0

+ 𝑛𝑖 ln
𝐸𝜆𝑖
𝐸0 ) .

（4.17）

其中 PE信息在小探测器中主导，时间信息被忽略。如果顶点 r1和 r2均为方程的

解且 r1 ≠ r2，则必有 𝛬(r1) = 𝛼𝛬(r2)，𝛼是自由参数。为了衡量不考虑能量两个点
的期望 PE的相似程度，我们定义余弦距离为

𝑑cos [𝛬(r1) ∣ 𝛬(r2)] = 1 − 𝛬(r1) ⋅ 𝛬(r2)
‖𝛬(r1)‖‖𝛬(r2)‖. （4.18）

若顶点 r1和 r2，则其余弦距离为 0。其中 𝛬为 PE在 PMT空间张成的向量，有

𝛬 = {𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑁PMT
}. （4.19）

𝑁PMT 代表 PMT的个数。余弦距离可以忽略能量的影响，且回避了事例中观测值
的涨落，是衡量两个点相似的度量。图4.12选择了不同位置几个典型的事例，并对
比似然函数值与余弦距离。在绝大多数情况下，余弦距离几乎等价于似然函数。

通过余弦距离可以快速的找出探测器中的简并区域，如图4.13所示。简并的区
域主要包含两个：探测器的中心和 𝑧轴靠近靠近亚克力球壳时简并；在某些轴上
（如 𝑥轴）半径350mm～550mm整个区域内简并。这些简并情况都经过重建得以
证实，如图4.14所示。
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(a)顶点位于 (0, 0, 100) mm。
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(b)顶点位于 (540, 0, 0) mm。
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(c)顶点位于 (540, 0, 0) mm。
图 4.12 𝑑cos与 − lnℒ 的对比。

所有位于 (0, 0, 100) mm 的事例与 𝑧 轴 𝑟 = 600mm 附近简并。(a)展示了这种情况，黑线
对应多解，红线为真值。扫描两解之间的 − lnℒ（绿线）和 𝑑cos（蓝线）都与多解吻合。
(b)和(c)中真值位于 (540, 0, 0) mm，分别对应单解和多解两个事例。然而在此处 𝑑cos 始终
为单解与涨落无关。在(c)中的多解问题不足1 %。
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(a) 𝑥轴扫描结果。
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(b) 𝑧轴扫描结果。
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(c) (400,0,0) mm与 𝑥𝑂𝑦的扫描结果。
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图 4.13 不同情况下的余弦距离。

颜色代表了 𝑑cos[𝛬(r1) ∣ 𝛬(r2)]的数值。(a)中 r1 和 r2 均位于 𝑥轴. (b)中 r1 和 r2 均位于 𝑧
轴。红色虚线显示探测器中心和 𝑧轴600mm简并。(c)中 r1固定在 (400, 0, 0) mm，r2扫描
了 𝑥𝑂𝑦平面。(d)是(c)的放大图，图中红色五角星区域与红色圆圈区域简并。
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图 4.14 顶点重建结果。

MLE代表基于极大似然估计的重建，BC代表重心法。(a)中 𝑥 = 350mm与580mm简并，
对应4.13(c)。(b)指出中心和边缘简并，对应图4.13(b)。(c)–(d)说明全反射区域的存在使重
心法重建在全反射区域有巨大偏差，形成更严重的简并情况。

4.3.2 使用 3-PMT模型简化余弦距离

实际应用中很难遍历空间中的所有点，故进一步简化模型。由于接收的 PE遵
循距离平方反比定律，可仅使用距离顶点最近的三个 PMT重建，假设其为似然方
程中权重最大的三项。此时顶点将会由于对称性限制在图 4.15阴影区域内。定义
等高线函数为

𝐶1𝑖(r) = 𝜆1(r)
𝜆𝑖(r) , （4.20）

其中 𝜆1(r) 是距顶点最近 PMT 上的期望 PE 数，𝜆𝑖(r) 可根据索引 𝑖 代表第 𝑖 近
邻的 PMT。在二维平面下，𝐶1𝑖(r)等于定值的点的集合为一条线，定义该线为等
比线。如果 𝐶12 中一条等比线与 𝐶13 中的一条有超过两个交点，则其余弦距离

𝑑cos [𝛬(r1) ∣ 𝛬(r2)] ≈ 0，因为三个权重最大的 PMT满足 𝜆1(r1) ∶ 𝜆2(r1) ∶ 𝜆3(r1) =
𝜆1(r2) ∶ 𝜆2(r2) ∶ 𝜆3(r2)。因此多解问题的关键是寻找 𝐶12与 𝐶13中任意等比线的交

点个数是否超过 1。
为确认该效应由全反射引入，故使用参照假设不含全反射的两个理想探测器

模型。第一种的 PE响应为

𝜆𝑖(r) ∝ 𝛺𝑖(r) ∝ 1
‖r − rPMT,𝑖‖2

2
cos 𝛽𝑖, （4.21）

其中 r, rPMT,𝑖由图 2.1定义. 𝛽 为 PE从顶点到 PMT的入射角. 方程（4.21）几乎与
装备有 SiPM的 TAO [67]和装备有平面光阴极 R10789 PMTs [91]的 XMASS [92] 探测
器吻合。为排除入射角的影响，我们引入第二种 PE响应：

𝜆𝑖(r) ∝ 𝛺𝑖(r) ∝ 1
‖r − rPMT,𝑖‖2

2
. （4.22）

令 𝑟PMT = 𝑟LS，即不使用缓冲物质，三个 PMT位于 0, 2𝜋/3和 4𝜋/3，序号分别为
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1, 2, 3。𝐶12和 𝐶13对称。图 4.15(b)对应包含入射角，图 4.15(a)对应不包含入射角。
图 4.15(b)圈出了两个交点，证明入射角导致了简并。
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图 4.15 不同点源响应模型下的等比线。

PMT为黑色的三角。(a) – (c)无缓冲介质。(a)和(b)中 PMT放置于 0, 2𝜋/3, 4𝜋/3，(c)中 PMT
放置在 0, ±𝜋/100。(d) – (f)是液闪和水组合包含全反射的探测器，点源响应为图 4.2(c)中
结果。出水口方向 PMT排布在 2𝜋/5和 ±𝜋/5如(d)所示，在 0处缺失。𝐶12 = 1和 𝐶13 = 1
在中心和顶端有两个交点。(e)是普通方向，PMTs排布在 0和 ±𝜋/5。𝐶12 = 1和 𝐶13 = 4.5
在350mm到550mm区域内不止一个交点。当加密 PMT排布在 0, ±𝜋/18如图(f)所示，此
时不再有交点。所有子图中顶点均限制在阴影区域内。在(b), (c), (d)和(e)中均存在简并。

为了排除是 PMT稀疏带来的影响，如果按照图 4.15(c)加密 PMT简并现象依
然存在。无论 PMT如何排布，两个 PMT的垂直平分线都是一条等比线，该线与
PMT所在半径的交点一定存在简并。由于入射角较大，最近的 PMT几乎无法接收
到 PE。这种效应扭曲了距离平方反比的关系，因此使用缓冲物质是必要的。
考虑全反射后的 Probe 边缘分布由拟合给出。对锦屏一吨原型机来说，全反

射区域使光路变得极其复杂，等比线出现分段情况。根据原型机中 PMT 的排布
密度选择三个 PMT的位置：在普通方向下按照 (0, ±𝜋/5)如图 4.15(e)摆放, 350mm
与550mm间存在简并，与图 4.13(d)匹配。另一种情况为出水口方向，出水口占据
了一个 PMT的位置，故按照 (±𝜋/5, 2𝜋/5)如图 4.15(d)摆放，顶点位于中心和 𝑧 =
600mm简并，结果与图 4.13(b)匹配。因此3PMT模型是余弦距离的有效近似。
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4.3.3 防止重建简并的判据推导

关于等比线的性质研究指出入射角和全反射均打破了 PE 遵循的平方反比定
律，它们使得距离顶点较近的 PMT有几率接收不到 PE，扭曲了图 4.15(f)中理想
情况的等比线，而理想平方反比探测器永远不会出现简并。为了排除全反射区域

进入3PMT模型的近似光学性质极其复杂，极易引入简并。因此避免该情况发生
的方法是加密 PMT，使得相邻两个 PMT不会落在彼此的全反射区域中。沿用式
（4.20）中 𝜆1 和 𝜆2 的定义。图 4.15(b)和4.15(c)中通过增加缓冲介质等价于降低了

𝜆1，图 4.15(d)和4.15(e)通过增加 PMT的密度等价于提升了 𝜆2。本研究中经验性的

使用判据 𝜆1/𝜆2 < 10统一全反射和入射角的影响。
为满足该判据，选择顶点位于中心和 PMT 的连线上，半径位于液闪的边缘，

如图 4.16(a)所示，需要保证该点 𝜆1/𝜆2 < 10。但仅使用该点的信息是所有情况的
必要条件，当 PMT空隙过大时全反射区域可以位于最近和次近的 PMT之间，为
排除这种情况需要补充第二近邻的 PMT不在最近 PMT的全反射区域内。而 𝜆1和

𝜆2与 𝑟LS, 𝑟PMT, 𝑁PMT和缓冲物质的折射率相关。

vertex
center PMT1: λ1

PMT2: λ2
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(a)避免简并的判据 𝜆1/𝜆2 > 10.
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(b)最少需要的 PMT个数和 𝑟PMT与缓冲

物质折射率的关系。

图 4.16 避免简并的判据及最少需要的 PMT个数

(a)展示了避免简并的判据。𝜆1/𝜆2 < 10且全反射区域应该排除在外。(b)展示了最少需要的
PMT个数。𝑟LS 固定为645mm。对锦屏一吨原型机，缓冲物质水的平均折射率为 1.33且
𝑟PMT为832mm,因此至少 120个 PMT才能消除简并情形。红色五星是假想的理想探测器，
对应图4.15(f)，此时 𝑟PMT 被推到 900mm，约需要 90个 PMT，可以消除简并状态。消除
简并需要 𝑟PMT越大、缓冲物质折射率越高以及 PMT个数更多。

推广到三维情形时，PMT 间的距离保持一致，其数目转换约有如下关系
𝑁PMT,3D ≈ 𝑁2

PMT,2D/3。固定 𝑟LS = 650mm, 根据判据，图 4.16(b)展示了不同
𝑟PMT 和缓冲物质折射率下最少需要的 PMT 个数。给定 𝑁PMT 时，越大的 𝑟PMT

和缓冲物质折射率对简并的排除效果越好。对 𝑟PMT = 832mm 且缓冲物质折射
率为 1.33时,至少需要 120个 PMT才能消除简并。如果使用 8-英寸的 PMT,通过
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𝑁PMT×(10mm)2/4𝑟2
PMT计算得到的光阴极覆盖率应该超过40 %。而 𝑟PMT越大 PMT

覆盖率越低，因此 𝑟PMT应该尽可能接近图 4.16(b)中的下限。

4.3.4 其他反射对重建的影响研究

在4.3.2节选择最近的 3个 PMT，因为其在似然函数中权重越高，主要是由于
距离平方反比关系的存在，导致位置的梯度在这些 PMT远大于其他 PMT，但是其
他反射打破了这个规律。

当顶点位于 𝑟/𝑟LS ∈ [0.4, 0.5]，图 4.17(a)中上图展示了亚克力的聚焦效应可使
光子聚集到 cos 𝜃 ≃ −1。通过记录了光子第一次击中亚克力的位置，以顶点、圆心
为参考定义该位置的中心角 𝜃acr。当击中蓝色 PMT𝜃 ≃ 0和黑色 PMT𝜃 ≃ 𝜋，𝜃acr
的分布有显著区别。从图 4.17(a) (bottom)看出,大多数光子按照直线传播直接击中
蓝色 PMT,但不少光子击中黑色 PMT需要亚克力的反射。称这种现象为聚焦效应。
如图 4.17(b)所示,当 𝑟 = 0.4𝑟LS时 cos 𝜃 ≃ −1处由于聚焦效应形成了一个峰，导致
了 PE在此附近简并，并定义在 cos 𝜃 ≃ −1附近水平虚线覆盖的范围为简并区域。
这个峰同样被 Borexino CTF [93]观测到。
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(a) 𝑟 = 260mm时的光路。
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(b) 𝑟 = 260mm的期望 PE。
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6 𝜋的期望 PE。

图 4.17 不同光学过程下 PE数目的简并。

聚焦效应位于 𝑟 = 0.4𝑟LS = 260mm，(a)为光路示意图。其上图定义了 𝜃acr，下图显示了击
中黑色、蓝色 PMT的 cos 𝜃acr分布。(b)是图 4.2(c)中 𝑟 = 0.4𝑟LS的情形。MC代表模拟数据
的结果，Fit为拟合结果，在 cos 𝜃 = −1处由于聚焦效应形成了峰。(c)是 𝜃 = 5𝜋/6下的期
望 PE，虚线显示了不同 𝑟PMT下的简并区域。

由于聚焦效应，对侧的 PMT在 𝑟 ∼ 260mm时有着重大的影响。图 4.18(a)是半
径为260mm的模拟数据重建结果。重建的顶点天顶角 𝜃v和方位角 𝜙v与对侧 PMT
的方向吻合。当重建时忽略掉对侧 PMT的贡献，结果如图 4.18(b)所示，证明该结
构由对侧 PMT引起。
当 𝑟 > 0.8𝑟LS光子可以发生多次反射效应，图 4.17(c)展示了 𝜃 = 5𝜋/6下 PE随

𝑟变化的趋势。由于多个峰叠加导致 𝑟 > 0.8𝑟LS处简并。图 4.12(c)中的多解由于该
效应引起。与图 4.18(b)不同，该区域几乎无法通过理论计算出去掉某个 PMT就可
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(a)使用所有 PMT重建。

−2 0 2
φv

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

co
sθ

v PMT
masked

20

40

60

80

(b)不使用对侧 PMT重建。

图 4.18 𝑟 = 260mm处的顶点重建结果。
颜色代表了顶点分布的统计量。(a)显示顶点在球坐标中的 𝜃v-𝜙v 分布与对侧 PMT的方向
相关。(b)中关掉了三角形的 PMT，显示顶点重建的结构消失。

以消除简并。

一般地，在液闪-水组合的探测器中简并是不可避免的。在似然函数中，每一个
PMT都可能提供提供简并区域，并且不同 PMT的可以不同。顶点位于 𝑟 = 0.5𝑟LS
会既和全反射区域简并又和聚焦效应区域简并，其概率与观测值的涨落相关。但

如果简并区域的尺度远小于位置分辨率，则认为是单解问题。对于指定顶点，单

个 PMT的覆盖率至关重要。如果其距离越近则代表它对位置越敏感，就可以减少
多次反射叠加的影响。另一方面它也可以提高位置、能量分辨率，因此推荐 𝑟PMT

需要尽可能接近图 4.16(b)中的下限。

4.3.5 含时间信息的推广

如果考虑了时间信息，余弦距离可以做如下推广：

𝑑cos [{𝑅𝑗(𝑡; r1)} ∣ {𝑅𝑗(𝑡; r2)}]

=1 −
∑𝑗 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r1)𝑅𝑗(𝑡; r2)d𝑡

√∑𝑗 ∫[𝑅𝑗(𝑡; r1)]2d𝑡√∑𝑗 ∫[𝑅𝑗(𝑡; r2)]2d𝑡
. （4.23）

其中 {𝑅𝑗(𝑡; r1)}是所有 PMT响应的集合。时间信息在较远的区域对位置的敏感程
度大于平方反比的 PE，因此大探测器中由探测器设计引入的局域极值将大量减少。
随着能量降低到keV，大部分 PMT 将不会发光，可视为 PMT 缺失，此时可以将
PMT稀疏的情形推广。以 JUNO为例，尽管 JUNO的小 PMT有 25600个，模拟显
示1MeV𝑒−仅有 40 PE/event，仅使用小 PMT重建有产生大量局域极值的风险，可
对 JUNO实验重建超低能 (∼keV)事例提供参考。
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4.4 本章小结

本章讨论了以液体闪烁体为探测介质、水为缓冲介质引入的复杂的光学模型，

从物理上解释了 Probe拟合的难点，同时提出了优化方案。
本章首先介绍了变系数分解法，可以通过优化拟合过程获得更精确的 Probe。

该算法在理想小探测器（锦屏一吨原型机）的 Probe边缘分布拟合中得到验证，将
(𝑟, 𝜃)二维拟合成功改为两个一维拟合的组合。最终结果显示在绝大部分区域，拟
合与真值之比接近 1。变系数回归法在准确性、计算时间、计算内存占用均好于二
维的直接拟合，为处理高维且数据量大的拟合提供了一种可行方案。

变系数分解法可以推广至 JUNO探测器对 Probe的条件分布拟合。与直接使
用三维函数基模型对比，变系数分解法借助模拟确定了探测器的大部分区域至多

有三个峰及这些峰的位置先验。

• 𝑟 > 0.8𝑟LS且 𝜃较大时，由于多次反射效应形成三个峰。
• 𝜃 ≈ 𝜋 附近的区域里，后两个峰由于光路几乎等价而合并，形成两个峰。

此时基于三个峰拟合的 Probe的条件分布好于函数基拟合，同时自由度缩减至至
少 1/4。得到的系数是 𝑟, 𝜃的条件分布，直接作为 map对系数插值的效果可以超越
函数基拟合。由于参数之间相关性较强，𝑟, 𝜃 map的自由度未来还有优化空间。
全反射、聚焦、多次反射等区域在 PMT密度较低时可能使重建结果简并。通

过四层合理简化：从包括全部 PMT的似然函数到余弦距离，再到3PMT模型，最
后简化为到特定点最近的两个 PMT的 PE比值。该理论成功解释了锦屏一吨原型
机中主要由全反射引入的重建简并的宏观结构。同时本文给出了探测器的设计指

标：为防止重建简并，对任意顶点，距离最近的两个 PMT接收到的 PE期望比值
不超过 10。该判据可为下一代液闪探测器，尤其是小型原型机的设计提供参考。
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第 5章 基于非齐次泊松过程的暗噪声甄别研究

5.1 扩展的非齐次泊松过程

第3章给出了点源的非齐次泊松过程的定义。实际的探测器的事例中可能有多
个成分同时释放光子，因此最终的观测值来源于所有成分的贡献。由于非齐次泊

松过程的可叠加性，相比于单点源的似然函数

lnℒ(𝐸, r; 𝑡𝑗𝑖) =

nonhit

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
− ∑

𝑗
𝐸 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r)d𝑡 +

hit

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
∑

𝑖
ln𝐸𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r) . （5.1）

前面为 nonhit部分，后面为 hit部分。现在将其改写为多点源的似然函数，有

𝑅𝑗(𝑡; r) =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑅𝑗(𝑡; r𝑘). （5.2）

其中 𝑘为对应的种类，共 𝐾 类。故 nonhit部分可以写作

− ∑
𝑘

∑
𝑗

𝐸𝑘 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘)d𝑡. （5.3）

hit部分可写作

∑
𝑖
ln∑

𝑘
𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘). （5.4）

该混合模型可以应用于如下几种问题：

闪烁光-闪烁光 如果两个点源均释放出闪烁光，PMT上的响应函数差异由粒
子类型、粒子位置、粒子沉积能量的时刻决定，主要有 Pile-up事例和 𝑒+ 与 𝛾 事
例。Pile-up事例指在探测器中同一时间窗内发生了两个事例。假设其位置在探测
器中均为均匀分布，如果位置离得越远，则其 Probe差异越明显，则越容易区分。
对于 IBD事例中我们关注仅正电子的动能。正电子能量时首先迅速损失动能，

然后湮灭释放出两个511 keV的 𝛾，𝛾 在探测器中沉积能量是通过多次康普顿散射
释放出电子，其自由程大约为 10 cm量级。这些电子及初始的正电子在短时间内同
时发光，可以视作多个点源。因此这些点源之间的 Probe十分接近，区分程度依赖
于探测器的位置分辨率等因素。

闪烁光-切伦科夫光 实际点源沉积能量的过程中，切伦科夫光和闪烁光是独

立发出的，但是切伦科夫光统计量低，且不是各向同性，如果能够将切伦科夫光闪

烁光区分，则有潜力使得能量分辨率变高。在 JUNO探测器中，切伦科夫光的吸收
重发射十分严重，粒子的初始方向也很难确定，因此对切伦科夫光建模极其困难。
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同时，切伦科夫光和闪烁光还存在一定的相关性。

闪烁光-暗噪声 暗噪声可被看做广义的点源。不同的 PMT根据校准数据有各
自的暗噪声率，暗噪声的分布与能量无关，始终固定，无需重建，因此仅重建闪烁

光事例即可。暗噪声的分布与闪烁光的响应相差较大，便于识别。在此过程中可

以计算每个 PE属于暗噪声的后验概率，从而达到筛选暗噪声并重建能量的目的。
但是需要拟合的参数增长为原来的 𝐾 倍，共包含 𝐸1, ⋯ , 𝐸𝐾 , r1, ⋯ , r𝐾 , 这里

的 r是广义顶点，包含 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡0，由于维度过高，极大的增加了拟合的难度。

5.2 混合模型与期望最大化算法

5.2.1 混合模型问题

故如果探测器中在一个时间窗内实际探测到的数据是由 𝐾 个点源贡献，则需
要拟合的参数增长为原来的 𝐾 倍，共包含 𝐸1, ⋯ , 𝐸𝐾 , r1, ⋯ , r𝐾，而观测值仍然为

PMT上接收的 hit信息。此时缺失的信息为光子到达 PMT上其所属的顶点，属于
混合模型问题。在概率学中，混合模型指一个模型包含多个子模型，但是最终的

观测值缺失了每一次观测来源于哪一个子模型。在 PMT的观测中，PE可能来源
闪烁光、切伦科夫光、暗噪声或者是不同的粒子发光，但最终在 PMT上无法得知
每一个 PE的归属。因此可借鉴混合模型并根据 Probe的似然函数如式（3.8）对其
推广。

图 5.1 混合模型示意图。

图中假设有两个顶点，其各自的点源响应为 𝑅(𝑡|r1)及 𝑅(𝑡|r2)，最终 PMT上观测到的强度
流即为两个顶点的叠加。图中黑色的竖线对应每一个 PE，我们无法判断其来源于哪个顶
点。
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使用混合模型得到的极大似然方程和非齐次泊松过程完全等价，证明如下: 整
个事例的概率为 𝑝(𝑡𝑗𝑖 , 𝑛𝑗 ; 𝐸𝑘, r𝑘)，记为 𝑝(𝑡𝑗𝑖 , 𝑛𝑗 ; 𝛩)，因此:

ℒ(𝛩; 𝑡𝑗𝑖 , 𝑛𝑗) = 𝑝(𝑡𝑗𝑖 , 𝑛𝑗 ; 𝛩) = 𝑝(𝑡𝑗𝑖; 𝑛𝑗 , 𝛩)𝑝(𝑛𝑗 ; 𝛩)

= ∏
𝑖

∑𝑘 𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘)
∑𝑘′ 𝐸𝑘′ ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘′)d𝑡

∏
𝑗

{∑𝑘′ 𝐸𝑘′ ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘′)d𝑡}
𝑛𝑗

𝑛𝑗! ⋅ exp
[

− ∑
𝑘′

𝐸𝑘′ ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘′)d𝑡
]

∝ ∏
𝑖

∑
𝑘

𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘) ∏
𝑗
exp

[
− ∑

𝑘′
𝐸𝑘′ ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘′)d𝑡

]

= ∏
𝑖

∑
𝑘

𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘) ⋅ exp
[

− ∑
𝑘′ ∑

𝑗
𝐸𝑘′ ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘′)d𝑡

]

（5.5）

将该式取对数即为方程（5.3）以及（5.4）之和，得证。

5.2.2 期望最大化算法

但是注意到式（5.4）中 hit项为先求和再取对数，对 r𝑘 求偏导时候所有的参

数都耦合导致难以优化。在数学中，该问题属于混合模型，一般作为缺失数据的

方式处理。期望最大化 (EM)是一个有效的办法 [94]：其核心思路是弥补缺失数据，

一般为待拟合参数属于不同类别的后验概率，并依据后验概率写出新的似然函数，

是原始问题的一个下界。其中估算后验概率的步骤为 E-step，寻找新的似然函数最
优值的步骤为 M-step。通过迭代两个步骤，在 E-step中下界被不断提高，M-step
中优化到该下界，最终达到解决原始问题的目的。

EM算法的流程图为：

初始化参数

E-step

M-step

是否收敛

更新参数

结束

否

是

图 5.2 EM算法流程图。
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EM算法的原理图为：

Raw Likelihood

E-step

Initial Likelihood

Raw Likelihood

M-step

Raw Likelihood

E-step

图 5.3 EM算法原理图。

红色实线为原始似然函数的最佳值，黑色实线为初值，E-step计算原始似然函数的一个下
界，为黑色虚线，并在M-step达到该值。通过M-step更新的参数，又可以进行新的一轮
下界估计，以此类推，直到最终收敛。

在本问题中，缺失数据即为每个 PE所属的顶点。

5.2.3 E-step下混合模型的优化

E-step本质上给出每个 PE属于不同顶点的后验概率，证明如下：
记 𝛥 = ∏𝑖 ∑𝑘 𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘),则有

ln𝛥 = ∑
𝑖
ln∑

𝑘
𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘)

= ∑
𝑖
ln∑

𝑘
𝑄𝑖,𝑘

𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘)
𝑄𝑖,𝑘

⩾ ∑
𝑖

∑
𝑘

𝑄𝑖,𝑘 ln
𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘)

𝑄𝑖,𝑘
= ∑

𝑘
∑

𝑖
𝑄𝑖,𝑘 ln

𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘)
𝑄𝑖,𝑘

.

（5.6）

其中 𝑄𝑖,𝑘满足∑𝑘′ 𝑄𝑗𝑖𝑘′ = 1，根据琴生不等式，对于上凸函数 𝜙(𝑥)，有

𝜙 (
∑𝑖 𝑎𝑖𝑥𝑖
∑𝑖 𝑎𝑖 ) ⩾

∑𝑖 𝑎𝑖𝜙(𝑥𝑖)
∑𝑖 𝑎𝑖

. （5.7）

等式成立当且仅当对于任意 𝑘，𝐸𝑘𝑅𝑗 (𝑡𝑗𝑖 ;r𝑘)
𝑄𝑖,𝑘

为与 𝑘无关的常数。因此

𝑄𝑖,𝑘 =
𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘)

∑𝑘′ 𝐸𝑘′𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘′) . （5.8）

此即第 𝑖个 PE属于第 𝑘个顶点的后验概率。
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5.2.4 M-step下混合模型的优化

此时𝑄𝑖,𝑘已经根据 E-step计算完毕，其中𝑄𝑖,𝑘 ln𝑄𝑖,𝑘与优化无关可以舍去。似

然函数可以写作

lnℒ = − ∑
𝑘

∑
𝑗

𝐸𝑘 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘)d𝑡 + ∑
𝑘

∑
𝑖

𝑄𝑖,𝑘 ln𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘)

= ∑
𝑘 {

− ∑
𝑗

𝐸𝑘 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘)d𝑡 + ∑
𝑖

𝑄𝑖,𝑘 ln𝐸𝑘𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖; r𝑘)
}

.
（5.9）

可以看做是在后验概率加权下的 𝑘个单点源重建，对于优化器是友好的。此
时 𝐸𝑘的无偏估计为：

∂ lnℒ
∂𝐸 = 0

∑
𝑗 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘)d𝑡 = ∑

𝑖
𝑄𝑖,𝑘

1
̂𝐸𝑘

̂𝐸𝑘 =
∑𝑖 𝑄𝑖,𝑘

∑𝑗 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r𝑘)d𝑡
.

（5.10）

可以解析计算，从而在基于梯度的优化器通过减少待拟合参数维度从而节省了运

行时间。

因为 E-step和M-step中其似然函数值都在提升，且原始问题的似然函数值即
为上界，因此 EM算法一定会收敛。但是基于梯度优化的 EM算法仍然是寻找一
个局域最优解，并不能保证全局最优解。

5.3 含有暗噪声的重建公式推导

对于暗噪声情形，假设每个 PMT上的暗噪声率（齐次泊松过程）为𝑅DN,𝑗 = 𝑏𝑗，

则有

lnℒ(𝐸, r; 𝑡𝑗𝑖) = − ∑
𝑗

𝐸 ∫[𝑅𝑗(𝑡; r) + 𝑏𝑗]d𝑡 + ∑
𝑖
ln[𝐸𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖) + 𝑏𝑗]; r). （5.11）

此时的能量无法得到解析的无偏估计，暗噪声的筛选和顶点位置耦合在一起，因

此是一个依赖于顶点重建的暗噪声甄别技术。该式可以直接计算，但是引入了能

量的维度，使用 EM算法根据每一个 PE是属于闪烁光的后验概率 𝑄𝑖,S 进行无偏

的能量重建。

在 E-step估算每个 PE属于闪烁光的后验概率：

𝑝(𝑡𝑗) =
𝐸𝜆(𝑡𝑗)

𝐸𝜆(𝑡𝑗) + 𝑏𝑗
. （5.12）
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(b) EM与时间窗的后验概率对比。

图 5.4 使用 EM算法计算得到探测器中心的闪烁光的后验概率。

(a)使用 JUNO离线模拟中给出不同类型的 PE，模拟位置位于探测器中心，起始时刻为0 ns。
default代表探测器模拟中的 PE，darkpulse为暗噪声，AfterPulse为各自的后脉冲，其对后
验概率影响极小，在本研究中忽略。(b)展示了使用 EM和时间窗计算的不同时刻 PE属于
信号的后验概率。

根据M-step，仅需要使用闪烁光 PE进行重建，其能量重建的无偏估计参考式
（5.10），视闪烁光 PE为第一个顶点，更新能量：

𝐸[new] =
∑𝑗 𝑝(𝑡𝑗)

∑𝑗 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r)d𝑡
. （5.13）

视暗噪声 PE为第二个顶点，由于参数全部已知，无需拟合。然后对 E-step和M-step
进行迭代直至收敛。

蒙卡 Probe的部分区间统计量为 0。使用蒙卡 Probe进行重建时，如果在这些
区间内出现观测值，其概率值为 0，导致似然函数为负无穷。引入暗噪声后非齐次
泊松过程的强度恒大于 0，从而自然地解决了数值计算的问题。在 EM的计算中，
虽然将 PE按照闪烁光类别计算可能出现负无穷，但其权重为 0，故不会出现无效
数字影响优化。

5.4 暗噪声重建结果

本节比较使用 EM和时间窗对暗噪声分别进行重建的结果。传统的时间窗方
法首先选定时间信息的区间，仅利用区间内的信息进行重建。以后验概率来看，其

等价于在时间窗内后验概率为 1，在时间窗外概率为 0。虽然目前有随能量变化的
时间窗等，但无法达到 EM方法给出的上限。
顶点位于探测器中心时各个 PMT响应相同，假设1MeV产生的闪烁光总 PE
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数为𝑁PE，总暗噪声为𝑁DN，总 PE数为𝑁total，重建能量 ̂𝐸 可按照下式估计：

̂𝐸 = 𝑁total − E[𝑁DN]
E[𝑁PE] . （5.14）

能量重建的不确定度与总暗噪声数的 𝑁total 方差直接相关。表5.1对应探测器中
心1MeV𝑒−于0 ns时刻产生时，不同时间窗下有、无暗噪声的能量分辨率估计，第
一击中 PE约为95 ns。

表 5.1 探测器中心不同时间窗有无暗噪声的能量分辨率（事例发生时刻为0 ns）。

时间窗 E[𝑁PE] E[𝑁DN] 能量分辨率 w/o DN 能量分辨率 w/ DN

[0, 1250] ns 1471 586 2.903% 3.371%

[0, 350] ns 1434 164 2.938% 3.066%

[95, 450] ns 1451 164 2.922% 3.045%

EM 1471 586 2.903% 3.014%

虽然时间窗的选取极大的提升了能量分辨率，但也带来了 PE数的损失，该数
值约导致了1 %的能量分辨率损失。若使用 EM算法，则至少可以提升1 %。该提
升仅适用于探测器中心，当顶点位置发生变化时，时间窗将发生移动，为了保证最

近的粒子也在时间窗范围内，我们取时间窗为 [0, 420]ns，使用蒙卡模拟的真值作
为顶点，能量重建公式为

𝐸 =
𝑁total,tw − E[𝑁DN,tw]

E[𝑁PE,tw(𝑟)] . （5.15）

其中 tw代表仅筛选时间窗内的光子，此时由于暗噪声带来的能量损失约为3 %。
本章对 JUNO的点源响应模型已经考虑了第7章中的节点修正。含暗噪声的位

置重建结果有轻微偏差，主要是由于节点修正部分只对 PE做了修正，时间维度仍
使用球对称模型，此时对暗噪声的估计必定有偏，引入了轻微的能量非线性。

5.5 小结

本章是非齐次泊松过程的自然推广，将顶点位置、能量、PMT暗噪声率等相
关信息自然地结合起来，从似然方程看该方法必定给出含暗噪声重建的上限。与

传统的时间窗方法不同，该方法无需使用各种依赖于能量等因素的阈值判断条件，

不会由于闪烁光 PE 的损失而影响能量分辨率。从1MeV 的结果来看，若取时间
窗为固定的0 ns～420 ns，其能量分辨率损失约为1 %。若该时间窗不考虑顶点位置，
选择固定的时间窗，则能提升3 %。
同时我们引入了混合模型来描述探测器中不同成分同时贡献的过程。混合模
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(b)位置-能量联合重建结果。
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(c)位置重建偏差。
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(d)位置重建不确定度。

图 5.5 含暗噪声的重建结果。

有无暗噪声下的重建结果对比，其中 TruthV，ReconV分别代表顶点是否使用真值，EM
指使用 EM算法重建，TW指使用时间窗方法重建。垂直的黑色虚线从小到大对应全反射
半径和有效体积半径。

型可以应用于点源响应与暗噪声的混合模型中，未来也可以推广到闪烁光与切伦

科夫光的混合、多个点源的混合模型，其核心仍然是获取不同成分的精确的 Probe。
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第 6章 探测器中的多点源重建研究

在第5章中将 Probe自然地扩展到含暗噪声的情况，在本章将扩展到多个点源。
在传统方法中，如果同一时间窗内发生两个事例，往往需要两个事例在时间上有

明显差异，然后取 cut截断为两个子事例分别拟合。而非齐次泊松过程可自然地写
为两个事例的叠加，可以在时空中任意组合。

当两个事例在时空上完全重合时，则其必然是不可分的，因此本章首先推导

了 EM算法中以能量为例的相关性，讨论了时空距离对最终重建效果的影响。其
次以 TAO作为理想的探测器上，验证了多点源重建的可行性。最后将这一算法应
用于大探测器上，并使用MCEM（Monte Carlo Expectation-Maximization）算法进
行加速。

6.1 EM算法的相关性研究

多点源重建中点源之间的参数不独立，以双点源中能量为例，由方程（5.5）可
求得每个粒子能量 𝐸𝑘的海森矩阵取负是 𝐸𝑘多元分布的精度矩阵为

𝛴−1
0 = − ∂2 lnℒ

∂𝐸𝑘∂𝐸𝑙

= ∑
𝑖

1

[∑2
𝑘′=0 𝐸𝑘′𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝑘′)]

2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r0)𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r0) 𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r0)𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r1) ⋯ 𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r0)𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝐾 )
𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r1)𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r0) 𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r1)𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r1) ⋯ 𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r1)𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝐾 )

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝐾 )𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r0) 𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝐾 )𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r1) ⋯ 𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝐾 )𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝐾 ).

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

（6.1）

记

𝑒2
𝑘 = ∑

𝑖

𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝑘)𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝑘)

[∑𝐾
𝑘′=0 𝐸𝑘′𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝑘′)]

2 ,

𝜂𝑘𝑙𝑒𝑘𝑒𝑙 = ∑
𝑖

𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝑘)𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝑙)

[∑𝐾
𝑘′=0 𝐸𝑘′𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝑘′)]

2 .
（6.2）

75



第 6章 探测器中的多点源重建研究

假设统计量足够大，考虑双点源情况：

𝜂𝑘𝑙𝑒𝑘𝑒𝑙 = lim
𝑁PE→∞ ∑

𝑖

𝑅𝑗(𝑡𝑖𝑗 |r𝑘)𝑅𝑗(𝑡𝑖𝑗 |r𝑙)

⎡⎢⎢⎣

𝐾

∑
𝑘′=0

𝐸𝑘′𝑅𝑗(𝑡𝑗𝑖|r𝑘′)
⎤⎥⎥⎦

2

= ∑
𝑗 ∫ d𝑡

𝐾

∑
𝑘′=0

𝐸𝑘′𝑅𝑗(𝑡|r𝑘′)
𝑅𝑗(𝑡𝑖𝑗 |r𝑘)𝑅𝑗(𝑡|r𝑙)

[∑𝐾
𝑘′=0 𝐸𝑘′𝑅𝑗(𝑡|r𝑘′)]

2

= ∑
𝑗 ∫ d𝑡

𝑅𝑗(𝑡|r𝑘)𝑅𝑗(𝑡|r𝑙)
∑𝐾

𝑘′=0 𝐸𝑘′𝑅𝑗(𝑡|r𝑘′)
.

（6.3）

当两个点的点源响应越接近，分子项越大，则相关性越强，完全重合时 𝜂𝑘𝑙计

算结果为 1，表明完全不可区分。

6.2 理想探测器 TAO中的余弦距离计算

探测器中的位置分辨率越高，则越容易对多个点源进行区分。TAO探测器中
SiPM覆盖率接近100 %。其使用 LAB作为缓冲物质，没有全反射，建模较为简单。
其光产额极高，几乎可达 12000光子/MeV或 5000 PE/MeV，在中心位置分辨率可
达1 cm。期望 PE数 𝜆可按照光传播方程进行估计：

𝜆(𝑟, 𝜃𝑗 , 𝐸) = 𝛼𝐸𝑌
𝛺𝑗
4𝜋 exp(−

𝑑𝑗
𝐿 )𝜂. （6.4）

𝛼为待拟合的修正因子，其中 E为能量，Y为光产额，𝛺为 SiPM相对于顶点的立
体角，𝑑 为顶点到 SiPM中心的距离，𝐿为拟合的衰减长度，𝜂 为 SiPM的探测效
率。

并使用勒让德多项式拟合液闪的发光时间谱，并乘以 PE的估计值组成非齐次
泊松过程的平均值。

𝑅𝑗(𝑡, 𝑟, 𝜃𝑗 , 𝐸) = 𝜂𝑗𝜆(𝑟, 𝜃𝑗 , 𝐸) exp
[∑𝑚

𝑎𝑚𝑃𝑚(𝑡 − 𝑑𝑛
𝑐 )

]
. （6.5）

其中 𝑃𝑚(𝑡)为 𝑚阶的勒让德多项式，时间经过平移后选择 [-10, 400]ns作为时间窗
并映射到 [-1,1], 𝑛为折射率，𝑐为光速，使用 40阶勒让德多项式对 Probe拟合结果
如图6.1所示。
我们选择起始时刻相同的两个事例，将时间序列和击中 PMT编号合并作为人

工合成的一次事例。图6.2是一个合成事例的示意图，两个事例均为1MeV𝑒−。在时

间维度看两者几乎完全重合，但是 PE的空间分布呈现出可区分的潜力。
若将两个顶点均固定在 𝑥正半轴上，此时最近的 PMT相同，PE信息也难以
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(a) TAO探测器 Probe的边缘分布。
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(b) TAO探测器 Probe的条件分布。

图 6.1 TAO探测器 Probe的拟合效果。其中边缘分布对应期望 PE数，由解析计算得到。
条件分布对应击中时间的非齐次泊松过程，假设该分布形状固定，并由 40阶勒让德多项
式拟合得到。不同位置假设仅有时间平移项不同，该项由解析计算得到。
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(a)两个事例合并后的时间信息。
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(b)两个事例合并后的 PE信息。

图 6.2 将两个1MeV𝑒− 事例合并成一个事例的结果。

(a)为合并后所有 PE的产生时间，在小探测器中飞行时间的差异远小于液闪发光时间的尺
度，在时间窗上无法有效使用一个阈值将两点区分。(b)是 PE数目信息，其中每个圆点对
应 SiPM的位置，其颜色和大小展示了 SiPM上的 PE数目。黑色三角形代表真实位置，靠
近真实位置的 PMT接收到的 PE更多，从 PE的分布情况可以看出两个顶点的趋势。红色
五角星代表重建位置，与黑色三角形距离几乎重合，证实了双点源重建的有效性。
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直观的看出空间分布。模拟中依次将顶点设置为 [0,0.9]m，间隔0.1m。为研究两个
点混合情况下的重建性能，取两个点的中心向内向外1 cm作为拟合初值，并迭代
1000步，足以保证结果收敛。在合成两个事例时，一种方法是同时产生，另一种
方法是在内侧点加两点距离除以介质中光速的时间平移，称为飞行时间差，其位

置、能量重建结果如图6.3所示。
从图中可以看出，两个事例的能量比值真值应为 1，但距离越近，重建能量比

值偏差越大，距离越远结果越接近 1，而且该比值依赖于两个点的位置。当拟合初
始值为真值，位置重建也呈现出有规律的偏差。下两图展示了位置重建结果，横

纵坐标代表两个点的位置，且 𝑥1 > 𝑥2，关于对角线对称的两个格点代表了两个点

的组合，其中左上角、右下角的数值代表 𝑥2与 𝑥1的结果。当两点仅有0.1m的距
离时，结果为两条次对角线。外部的 𝑥1 的会向内偏差，而内部的 𝑥2 会向外偏差，

两个值之差接近0.1m，也即重建结果混在一起完全无法区分，但这一效应在靠近
探测器边缘时会减弱。标准差也呈现出类似的规律，在两点相距极远时其每个点

的性能接近于单点源重建效果。加入飞行时间差后，双点源原本在0.1m和0.3m无
法区分的点区分效率增加，其他位置也有提升。

选取单个事例检查重建效果。假设两个顶点 𝑦, 𝑧均为 0，𝑥1和 𝑥2扫描 𝑥轴并
返回似然函数值，如下图所示。图中红色的五角星代表真值，不同的等高线代表不

同的位置的似然函数值与最优值的差。固定能量为 1:1，其中一个顶点为0.1m，当
另一个顶点为0.2m时，最优的似然函数值位于 𝑥1 = 𝑥2 附近，即无法区分。当另

一个顶点为0.5m时，结果表现出一定的区分能力，但是最优值的位置显示有严重
的偏差。当另一个顶点为0.7m时，结果偏差进一步减小。受能量相关性影响，本
图并非能量最优平面。

当两个点时空完全重合时则完全不可区分，因此其区分能力和时空距离密切

相关，可使用（4.23）式中的余弦距离衡量：

𝑑cos [{𝑅𝑗(𝑡; r1)} ∣ {𝑅𝑗(𝑡; r2)}]

=1 −
∑𝑗 ∫ 𝑅𝑗(𝑡; r1)𝑅𝑗(𝑡; r2)d𝑡

√∑𝑗 ∫[𝑅𝑗(𝑡; r1)]2d𝑡√∑𝑗 ∫[𝑅𝑗(𝑡; r2)]2d𝑡
. （6.6）

当两个点时空完全重合时其值为 0。越接近 1 则表明两点越不相关，区分能力越
强。该式代表高统计量下的理论上限，如果能量越小、观测涨落会使该式远小于

上限。以上模型均假想两个事例完全在同一时刻发生，如果按照 𝛾 利用康普顿散
射沉积能量模型，且粒子在靠外的 𝑥1处沉积能量再到 𝑥2沉积能量，需要在两个事

例中加入飞行时间差，是否考虑飞行时间差的余弦距离如图6.5所示。
该值越接近 1说明差异越大。与重建结果对比，当其为 0.01时重建是不可分
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图 6.3 双点源情况下顶点、能量重建结果。
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图 6.4 固定 𝐸, 𝑦, 𝑧, 𝑡为真值对似然函数的扫描结果。

𝑥1 = 0.1m。红色的五角星对应真值，虚线对应 𝑥1 = 𝑥2，即两点重合。每条等高线的数值
代表该处似然函数值与最优似然函数值的差异。当顶点较近时，似然函数显示最佳结果位

于 𝑥1 = 𝑥2 处。当顶点离开一定距离，该平面的最优结果距离真值有较大偏差。当顶点距
离继续增大，此时的偏差减小，在外侧的点分辨率接近单点源重建。该图的结果与统计量

大的情况不完全相符，因为能量和时间也有较强的相关性，图中展示的平面并非是重建最

优平面。
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图 6.5 TAO探测器中不同位置之间的余弦距离。

两个顶点均位于 𝑧轴上，两点距离越近其余弦距离越接近 0。相同距离下，探测器外部两
点间的余弦距离大于探测器内部。
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的，为 0.04时有一定的区分能力，但是两个点源的结果有很强的相关性，为 > 0.2
时几乎接近单点源的分辨率。即使相关性很强时，其总能量重建几乎无偏。

6.3 JUNO中的双点源重建

当两个顶点均发出闪烁光时，其分辨能力与两个顶点间的距离及顶点所处的

半径有关。本节工作着重于两点距离为1m内的重建，并将其扩展到多点源重建。
JUNO探测器中存在节点，其修正将在第7章中介绍，利用带节点修正的蒙卡

Probe𝑅MC,node，我们与不加修正的 𝑅MC 作比较：对前600 ns间隔1 ns做数值积分，
可得 JUNO中两点间的余弦距离如图6.6所示。考虑节点修正后其区分程度将有轻
微提升，在全反射区域更加明显。注意节点修正在时间维度尚未达到上限，意味

着多点源事例的重建效率还有提升空间。若保守地以 0.1作为鉴别阈值，意味着相
距0.5m同时发生的事例必须在 𝑟 > 12.5m范围内才能鉴别。

(a)考虑节点修正 (b)不考虑节点修正

图 6.6 JUNO探测器中两点的余弦距离。

两个顶点位于 𝑥 轴，相距10 cm～50 cm。横坐标是其中 𝑟 较小的顶点的位置。图例中无
+time意味着两个事例同时发生，+time意味着内侧的点人为加两点距离除以介质中光速
的飞行时间修正，加时间修正后相关性明显减弱。(a)没有考虑节点修正，(b)有节点修正，
节点修正在全反射区域可以进一步轻微的减弱相关性。若以余弦距离 0.1为鉴别阈值，意
味着相距0.5m同时发生的事例必须在 𝑟 > 12.5m范围内才能鉴别。

6.3.1 基于 MCEM算法的改进

若使用基于梯度的优化器利用 EM算法进行重建，将会困扰于初值、局域极
值和收敛速度慢三个问题：如果多点源重建中给的初值位置完全一样，每个成分

中相同参数的梯度将完全一样，其移动始终保持一致而无法区分，因此需要额外

的寻找多点源初值的算法。其参数个数将按照 4倍的成分个数迅速增加，极大的
增加了拟合难度。由于 Probe中时间的双峰结构、全反射区域等因素都会形成天然
的局域极值，而蒙卡 Probe插值也引入了更多潜在的局域极值，因此拟合过程极容
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易收敛于局域极值，当初值不准确时该结果将会更差。除此之外，EM算法的收敛
完全依赖于点源响应的相似程度。若两个点源距离很近，其顶点之间相关性极强，

在两点之间的区域内梯度很小，使 E-step与M-step每次更新的步长也极小。每一
步迭代相当于做多次单点源重建，而 EM的收敛次数过多则极大的增加了运行时
间。

为此我们借助MCEM [95]算法的思路改写基于梯度的 EM算法。其主要思路保
留E-step，在M-step改用MCMC采样算法。本文的采样算法选择HybridMCMC [96]，

与Gibbs [97]的框架相同，但采样时使用Metropolis方法 [98]，即利用接收-拒绝采样。
给多点源中的一个或某几个维度进行随机游走，然后计算其与上一步采样结果的

后验概率比值作为接收的概率。以双点源为例，其主要流程为:

初始化参数：

以单点源重建

结果扩展多倍

使用 EM 算
法计算能量

任选变量进行

随机游走，计

算似然函数值

计算接收概

率，是否接收
拒绝采样

接收采样

否

是

图 6.7 多点源重建中MCEM算法流程图。

具体操作时，能量初值设为 1:1，根据 EM算法更新能量，并计算两个顶点的
似然函数值，需要注意加上5.2.4节中的 𝑄𝑖𝑘 ln𝑄𝑖𝑘 项。然后将 N个顶点分为 N个
空间坐标（3维）和 N个时间坐标（1维），每次任选一个变量随机游走，其中空
间为一个三维互相独立的高斯分布，标准差在不同维度均为1 cm，时间为标准差
为0.1 ns的高斯分布。位置移动后重新根据 EM算法更新能量，并计算新的对数似
然函数值，与根据极大似然函数的定义，对初始的对数似然函数值做差取指数作

为概率。最后从 [0,1]的均匀分布中选取随机数，若该概率大于此随机数，则接收
新的采样，否则拒绝。采样后初值更新为采样后的结果，当采样数目达到预设数

目后停止，此时采样空间内的参数分布近似为该参数的后验概率。
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使用该方法可以完美解决基于梯度优化算法引起的三个问题。每次计算 5000
步，取后 3000步的均值作为结果，接受率在60 %以上。而基于梯度的收敛很难在
一百次迭代内收敛，其中每步需要迭代上百次，因此时间消耗远远超过MCEM。该
流程中保留了 EM算法对能量的估计，因此可以减少采样维度，进一步缩短程序
运行的时间。

与使用 TAO 探测器进行双点源重建相比，使用 JUNO 几何中添加了暗噪声，
流程和无暗噪声几乎一致，唯一注意的是需要加上暗噪声的似然函数。MCEM中
仅需要关注于采样前后对数似然函数的差，因此只有

∑
𝑖

𝑄𝑖,DN ln𝑅DN,𝑖 − ∑
𝑖

𝑄𝑖,DN ln𝑄𝑖,DN （6.7）

起作用，需要注意 𝑅DN,𝑖为第 𝑖个 PMT的齐次泊松过程的平均值，𝑄𝑖,DN为第 𝑖个
PE属于暗噪声的后验概率。

6.3.2 堆积事例重建结果

目前 JUNO 中重建 [99] 我们选择同时发生的两个事例加暗噪声合成一个堆积

（pile-up）事例，本质上是三个成分的重建。顶点重建比较多个顶点能量加权的位
置，记为位置重心，能量重建考虑顶点的总能量。而单点源重建的结果与之直接

对应。本节考虑三种情形：

• 两个点沿着 𝑥轴设置距离分别为500mm，初始能量均为1MeV，其重建结果
如图6.8所示。

• 两个点沿着 𝑥轴设置距离分别为1 000mm，初始能量均为1MeV，其重建结
果如图6.9所示。

• 两个点沿着 𝑥轴设置距离分别为1 000mm，靠内的点初始能量为1MeV，靠
外的点初始能量为0.1MeV。其重建结果如图6.10所示。
图6.8–6.10中，左边的三张图分别代表了不同位置的顶点重建结果，颜色代表

了该顶点重建的能量与总能量的比值。相同距离下，在探测器外部的双点源更容

易区分，其中图6.8(a)中重建结果集中在两个点源中心，意味着此时的性能几乎等
价于单点源重建，而图6.9(a)显示相距1m时在探测器中心效率几乎也可达到100 %。
因此未来还需考虑单点源、多点源区分的效率。

从左往右、从上往下排序，第二张图均为重建的位置重心偏差，multi site代表
双点源重建结果，single site代表单点源重建结果，图中展示了重建的偏差，误差
棒为其一倍标准差。第四张图为重建能量的均值，误差棒为结果的一倍标准差。其

中总不确定度估计仅选择图中的点的不确定度取平均，未考虑能量非线性。当能

量比为 1:1时，多点源重建比单点源重建分辨率有提升，此时还未考虑单点源重建
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图 6.8 相距500mm，初始能量均为1MeV的双点源重建效果。

(a), (c), (e)分别代表了不同位置的顶点重建结果。(b)为重建的位置重心偏差，multi site代
表双点源重建结果，single site代表单点源重建结果。(d)为总能量的重建以及粗略估计的
所有位置的能量不确定度。(f)为能量重建较大的顶点所占总能量比例的不确定度。
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图 6.9 相距1 000mm，初始能量均为1MeV的双点源重建效果。

(a), (c), (e)分别代表了不同位置的顶点重建结果。(b)为重建的位置重心偏差，multi site代
表双点源重建结果，single site代表单点源重建结果。(d)为总能量的重建以及粗略估计的
所有位置的能量不确定度。(f)为能量重建较大的顶点的能量所占总能量比例的不确定度。
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图 6.10 相距1 000mm，初始能量为1MeV和0.1MeV的双点源重建效果

(a), (c), (e)分别代表了不同位置的顶点重建结果。(b)为重建的位置重心偏差，multi site代
表双点源重建结果，single site代表单点源重建结果。(d)为总能量的重建以及粗略估计的
所有位置的能量不确定度。(f)为能量重建较大的顶点所占总能量比例的不确定度。
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位置偏差对能量非线性。第六张图为能量重建较大的顶点的能量所占总能量比例，

误差棒使用重建能量的标准差除以总能量后确定。总体来看，不同位置的相关性

引入了巨大的非线性，在全反射区域相关性减弱，因此多点源重建在全反射区域

顶点、能量重建性能有较大提升。如果一个顶点刚好位于全反射区域而另一个在

中心，此时两者的 Probe相差巨大，对该区域使用多点源重建最有潜力。
图6.10(d)显示能量分辨率的提升极其有限，但是选择其中能量较大的一个点

源，其能量占总能量的比例如图6.10(f)所示。虽然由于相关性其不确定度变大且有
偏，但对于 pile-up信号中仅关心其中能量较大的信号是极大的提升。但当距离较
近时，图6.8(f)显示在探测器中心单点源能量不确定度极大。本工作暂不讨论其偏
差的修正，因此保守的估计是 JUNO可以对同时发生1m内的 pile-up信号同时重
建。

6.3.3 正电子重建结果

正电子事例可以视作一个具有初始动能的电子和由于康普顿散射产生的多个

电子沉积能量的叠加。其沉积能量过程如图1.5(b)所示。
在 JUNO的模拟中，以粒子的发光时刻为例，可以看到电子、正电子与 𝛾 的区

别，如图4.8(b)所示。目前 JUNO的策略是使用负电子和 𝛾 叠加组合为正电子，但
该图展示的是多个事例的平均效应。

如果以 𝛾 作为最小单元建模将会时康普顿散射过程中的能量非线性全部转移
到正电子能量的估算中。康普顿散射的距离可能不足50 cm，且其个数难以确定，能
量极低。在当前探测器下精确重建出所有康普顿电子位置难度极高。考虑到全反

射区域 Probe对位置最敏感，因此本小节策略为使用双点源降低位置弥散引起的
能量非线性。

输入数据为1MeV 𝑒+含暗噪声，共 5万个事例。其结果如下图所示。
图6.11(d)显示位置重心的不确定度在全反射区域变小，使得(b)中能量分辨率

提升，由于可视能量约为2MeV，该提升需要乘√2的因子，相比单点源模型最终
提升约0.5 %的能量分辨率。该方法是首次使用纯负电子模型描述正电子模型，对
于减少正电子湮灭产物沉积能量的不确定度有着重要的意义。

6.4 本章小结

本章将非齐次泊松过程推广到更一般的情形：包含多个点源和暗噪声的任意

组合。从 EM的数学公式出发，我们以能量为例推导出两个点源参数之间的相关
系数。为验证双点源分析的可行性，首先在位置分辨率极高的 TAO探测器上进行
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图 6.11 使用电子模型重建正电子结果。

single site代表单点源重建，multi site代表多点源重建，均使用了节点修正。(a), (b)分别为
能量重建的均值与标准差。(c), (d)分别为位置重心重建的偏差和标准差。

实验，证明了同时发生的事例可以被区分。其能否区分则依赖于两个顶点的初始

位置和能量，对于 TAO探测器，需要两点间距20 cm以上。这个方法突破了在时
间窗中取 cut进行区分的局限。
当应用于 JUNO探测器时，考察了两个电子加暗噪声组成的 pile-up事例，比

起单点源重建，其位置和能量分辨率均有提升，尤其是在全反射区域。

当待重建事例为正电子和暗噪声时，我们仍用双点源来减少康普顿散射带来

的能量非线性，在全反射区域仍有提升。这是第一次在重建中以纯负电子的模型

来描述正电子模型。正电子湮灭产物的弥散大约在50 cm内，能够区分该距离尺度
下的多个电子需要极其精确的 Probe，得益于第7章中有效的节点修正。如果能够
得到完美的 Probe，节点的存在将极大的提升全反射区域多点源重建的成功率。
目前本算法应用于 CPU，计算速度还有提升的潜力。即使通过MCEM加速后，

一个双点源事例仍需要两分钟左右，而三点源需要十分钟以上。如能突破当前计

算速度的瓶颈，该方法的应用前景更为广阔。目前策略为可以通过其他快速算法

对筛选出感兴趣的事例，然后以本方法对单个事例进行精确分析。
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第 7章 对非球对称修正的研究

在第3、4章中 Probe利用球对称性减少了 𝜙方向的自由度，但实际探测器中
的支撑结构将会破坏球对称性。而大探测器需要更多的支撑结构，如 JUNO中的
节点结构等，这些结构可能使到达 PMT的光路增加或减少，如果建模不准确会引
起巨大的能量非均匀性。

利用顶点真值可以通过 Probe 的边缘分布估计出 PMT 上的 PE 数，再通过
式（2.9）得到能量重建结果。相同能量下，不同位置能量重建的平均值保持一
致，否则将贡献到第2章中的能量非线性。我们对有节点和无节点的情形使用蒙卡
Probe得到能量重建，并考察了不同顶点所在的天顶角 𝜃𝑣 和 𝑟下的能量重建均值，
如图7.1所示。无节点时均值几乎一致，能量非均匀性可忽略，有节点时则引入巨
大的能量非均匀性，最终使能量分辨率在1MeV 𝑒−情形下变差约3 %。
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图 7.1 有无节点在不同光产额下的能量重建均值。

𝜃𝑣 为顶点在求坐标系下的天顶角，事例为1MeV 𝑒−，高光产额事例为第3章中的训练集。

因此 Probe务必考虑节点的影响。节点的排布并非球对称，其整体沿着球坐标
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呈现出一定周期性，如图7.3。本章将介绍将球对称的 Probe通过非球对称修正推
广到实际探测器中。

图 7.2 节点分布示意图。

图 7.3 蓝色的点对应 PMT的位置，橙色的点对应节点的位置，处于 PMT的缝隙中。

通过对比有无节点的蒙卡 Probe 可以单独研究节点的影响。其中无节点的效
应主要在第4章中讨论。取两者的边缘分布，通过有节点情形减去无节点情形，最
终得到结果如图7.4所示，与图3.2(b)相比，本图以直角坐标表示用于放大差异。
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(a)无节点下的 Probe边缘分布。
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(b)有无节点 Probe边缘分布之差。

图 7.4 节点对 Probe边缘分布的影响。

图7.4显示出如下信息：
• 𝜃 < 0.1时，由于节点导致大部分 𝑟下的 PE数将会减少。
• 𝜃 ∼ 0.3𝜋且 𝑟/𝑟LS ≈ 1时，此处为全反射区域。无节点时光子尽可能通过吸收
重发射击中 PMT。但是节点的存在额外引入了可能的光路。

• (𝑟/𝑟LS)3 > 0.8的位置有节点时引入了更多的结构。
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7.1 球对称性破坏的光学成因研究

7.1.1 出、入水口对光路的影响

出、入水口处亚克力的形状出现突变，球对称性在此处无法推广，光子到达入

水口后入射角一般大于全反射的临界角，因此光子的传输路径被限制到出水口中。

如果光子到达 PMT途径出入水口，则该 PMT上接收到的 PE变少，直接表现为在
靠近亚克力球壳边界 𝑧轴和其他轴总 PE不同。

7.1.2 JUNO中节点对光路的影响

JUNO中的节点的剖面图如图7.5所示。

图 7.5 节点剖面图。

图中从上到下依次为金属支撑杆、锚、探测器的亚克力球壳，在本文中节点包含支撑杆和

锚。支撑杆为不透明结构，锚与亚克力球壳的材料相同，并集成到球壳上，对光线透明。

锚近似为球台，斜面可以改变光线的入射角。

中间部分为金属，属于不透明结构，底面的亚克力与亚克力球壳的材料相同，

并集成到球壳上。通过几何光学可以预测出顶点在探测器中心和全反射区域时的

光路，最终将会导致多种效应：

1. 在探测器中心发射的光子与亚克力球壳距离较远，此时光线可近似认为平行
光，亚克力球壳被视作平面。光子打到金属时被吸收，在 PMT平面上形成
阴影。打到斜面时则会改变光路，由于入射角的改变影响了透射率。几何在

斜面和平面的交界处一阶导不连续，因此光线的折射方向不一致，在两束光

线的中心形成一个暗环。在实际模拟中通过提取光子击中 PMT的位置，可
以看到明暗相间的四个环结构，该效应称为节点的遮挡效应。

2. 在斜入射时，如果没有节点，可以根据光线与探测器中心确定光线传播的平
面，问题简化为二维情形。在节点上也可以找到处于该平面的两个临界点，
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根据距离光源的距离称为近点和远点。近点入射角变大，容易发生全反射，

远点入射角变小，增大了透射率。节点中间某处为发生全反射的临界点，因

此只有一个扇形区域且不包含节点阴影是透明的。且各处透射率不相等，呈

现一个颜色渐变的心形的形状。

3. 对于入射角大于或接近全反射临界角的光子，在到达亚克力-水界面时反射
率极高，在近点和正常情况均无法出射。但是远点对应的入射角依然有可能

小于临界角。表现为 PMT对于位于全反射区域的顶点可接收到远超出预期
的光子，光子透过节点的区域仍近似是一个扇形区域。该现象定义为节点的

泄露效应。模拟显示由于泄露导致的 PE可达增加接近 5倍。

(a) 顶点位于中心处的部分光子击中
PMT的位置。

(b)顶点位于 (0,0,10) m处部分光子击中
PMT的位置。

(c)顶点位于 (0,0,17) m处部分光子击中
PMT的位置。

(d)顶点位于 (0,0,17) m处部分光子击中
入水口附近 PMT的位置。

图 7.6 不同顶点半径下光子击中 PMT表面的位置。

顶点位于 𝑧轴，提取了模拟中光子被 PMT光阴极吸收的位置，绘制了这些位置在 𝑥𝑦平
面的投影。其中(a)对应顶点位于中心区域，在亚克力外表面，大多数光线入射角接近于
0。其中(b)对应顶点位于 (0, 0, 10) m，部分光线入射角变大。(c)对应顶点位于 (0, 0, 17)m，
属于全反射区域。其中蓝色的点 (bar)代表该顶点下的节点与支撑杆连接处的中心在 PMT
平面所成的像，橙色的点 (node)是亚克力球面和节点斜面的交点以斜面为入射面所成的
像，共选取了 32个特征点。绿色的点 (sphere)是亚克力球面和斜面的交点以球面为入射
面所成的像。两个圆间的光子数少于预期，大多数来源于吸收重发射。(d)为入水口附近击
中 PMT的位置，由于入水口改变了光路，离中心最近的两圈 PMT的期望 PE数少于预期。

借助工具 [89]中的模拟，对球面做平面近似，下面为折射率高的物质，在金属
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所在区域设置了遮光板，在最上方也设置了遮光板模拟 PMT所在的平面，可以直
观的表示光线在该平面的累积。

(a)中心处的光路。 (b)斜入射的光路。

(c)全反射的光路。

图 7.7 节点对光路遮挡及泄露效应的模拟。

其中梯形结构的左下角为近点，右下角为远点。

由于节点的尺度为几十厘米，如果顶点位置偏移几十厘米点源响应将出现巨

大区别，尤其在全反射区域。如果忽略该效应，则会对顶点重建的精度造成损失。

而全反射区域 PE数较少，时间信息贡献的权重低相对弥补了 PE信息重建的偏差。
JUNO当前的方法主要是通过时间和 PE信息重建得到较为理想的顶点位置，随后
通过顶点在球坐标中的天顶角与节点平均效应建模，计算出总 PE个数再根据顶点
在球坐标中方位角进行修正。这个精细结构给准确建模带来挑战，也可能带来如

下机遇：如果两个点源的距离为几十厘米，则有机会通过节点的特殊光路进行分

辨，如 𝛾 在探测器中沉积能量的过程。我们期望能够构造无偏的点源响应模型作
为更精确的顶点重建信息，从而达到更高的能量分辨率。

7.2 基于几何光学的非球对称修正

本节主要利用顶点和节点的位置，视顶点为光源，通过解析计算预测出节点

所成的像的位置。像在非全反射区域体现为遮挡，在全反射区域体现为泄露。粗

略近似中认为给定顶点情况下节点和像一一对应，可通过光学关系对节点的位置
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映射。受影响的 PMT大部分击中在以像为圆心的区域内，可以直观预测被影响的
PMT并做出修正。

7.2.1 节点所成的像的计算

通过光的起点（顶点位置）和终点（击中 PMT的位置）来反推光在何处从亚
克力进入水是困难的，这是高次方程，会出现多解情况。在探测器中心可以近似认

为光线直线传播，通过直接连接顶点与 PMT的直线得到与亚克力球面的交点，查
看该交点与节点的位置从而判断该 PMT是否受遮挡。但是当顶点偏移到10m时，
考虑折射之后该方法预测会产生巨大的偏差。如果按照正向传播则会简化计算，考

虑顶点位置及入射到亚克力球壳上的位置，可以根据菲涅尔定律写出出射光线的

方程，预测光线与 PMT所在平面的交点。
该过程的输入为光线的入射向量以及入射点 (𝑥, 𝑦, 𝑧)所在的法向量，给出出射

方向向量。若入射点在球面上，法向量按照球面计算，即 (𝑥, 𝑦, 𝑧)。若入射点在节
点侧面上，该点的两条切线为圆台的母线和圆形的切线，这两条线确定了该点所

在的平面，其叉乘可得该平面的法向量。在节点与球面的交界处法线方向发生阶

跃，意味着出射光线在此处不连续。

Vertex

Node
image

PMT surface

(a)非全反射区域示意图。

Vertex

Node
image

PMT surface

(b)全反射区域示意图。

图 7.8 节点所成的像。

给定顶点作为光源，若节点在非全反射区域，则计算支撑杆在该点下所成的像的位置，可

由菲涅尔定律直接计算出。若节点位于全反射区域，选择节点斜面与球面的交线中的远

点，寻找入射角最大的位置计算其以斜面为入射面的像。在绝大多数区域节点和像可以一

一对应。

出射向量一定与入射向量与法线共面，因此可以直接用两个向量线性组合表

示，该过程可以用菲涅尔定律结合几何关系表达出。为防止多解，保持入射向量

和法线夹角为钝角，然后通过入射点与出射向量计算与 PMT所在平面的交点。该
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(a)法向量示意图。
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(b)出射向量的表示。

图 7.9 出射光路计算示意图。

(a)展示了法向量选取。当出射点位于球面上时，其法向量方向即从球心指向球壳，对应图
中的绿线。当出射点位于节点的侧面时，其法向量可根据斜面的母线和沿着圆台的切线叉

乘得到，对应图中的红线。(b)展示了使用菲涅尔定律用入射向量和法线表示出射向量，这
两个向量易于得到且出射向量在这两个向量的平面内，因此可以表示为两者的线性组合。

交点的计算是二次方程，几何关系显示需要舍弃与出射向量反向的解。

选取节点的中心位置为特征点，其法向量按照球面计算。节点与球壳交界处

等间隔的取 32个点，其法向量按照球面和节点各计算一次。图7.6(a)–图7.6(c)是部
分实际观测结果与预测图。在中心区域（<15.8m）主要是遮挡效应，该计算过程
较为简单，几乎可以完美预测各种结构的边缘信息。由于吸收重发射以及色散等

作用，即使预测为 0的地方也可能被光子击中。在近端这些边缘更加清晰。但是
全反射区域的预测存在一定偏差，由于透射率等缘故，预测值很难和泄露效应的

边缘完美吻合，但是透射率最大的点基本上处于泄露效应的区域中。鉴于预测的

目的是为了找到一一对应的映射，因此在探测器中心选择节点中心的像，如果发

生全反射无像则选取节点透射率最大的地方所成的像。

7.2.2 单节点修正模型研究

本小节讨论如何描述顶点、节点/节点的像以及 PMT三者的位置关系。顶点和
PMT的相对位置关系可以用两个自由度 𝑟, 𝜃 表示。将节点在此基础上扩展：由于
节点所在的半径是固定的，故其与 PMT的相对位置也仅由 𝜃即可描述，另外还需
要方位角描述与顶点-PMT-球心所在平面，故共需要四个自由度。本节从以下两种
思路来建模：

• 由于相邻节点间的距离较大，在探测器的绝大部分区域内，每个 PMT可以
认为至多只受单个节点影响（顶点的半径小于17m）。假设每个 PMT受到距
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离最近的像的影响，以 PMT为坐标原点，在 PMT与顶点确定的平面内，以
顶点方向的切线为 𝑦轴，以垂直纸面向外为 𝑥轴，该像近似处于 𝑥𝑂𝑦平面
内，然后计算其到 𝑥, 𝑦轴的距离近似为在投影在坐标中的位置，对 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 做

直方图可以直接看出单个节点的影响范围以及各种遮挡/泄露效应。
• 计算节点投影需要一定的计算量。如果直接计算 PMT与节点的位置关系将
会节省不少时间，尽管可以限制有影响的节点在某个范围，但该范围内会有

多个节点。我们把影响写为多个节点效应的叠加，并期望大部分情况下只有

一个节点有影响。

Vertex

image

PMT

𝑥

𝑦

𝑦𝑖
𝑥𝑖

𝜃
𝑟

PMT 

surface

(a)使用节点的像扩展自由度。

Vertex

Node

PMT

PMT 

surface

𝑥

𝑦

𝜃
𝑟

𝜃𝑛

𝜙𝑛

(b)使用节点扩展自由度。

图 7.10 对球对称模型的扩展。

以上为两种对球对称模型扩展自由度的思路。考虑节点之后，(a)通过寻找节点所成的像和
PMT之间的关系来扩展自由度。(b)通过寻找节点和 PMT之间的关系来扩展自由度。两图
中灰色的虚线代表亚克力球壳所在平面，蓝色的线代表 PMT所在的平面，图中的平面由
顶点、探测器原点、PMT确定，节点（Node）可以在该平面外。

PMT的响应依赖于 4个自由度，即 (𝑟, 𝜃, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖)。由于节点的对称性使得 𝑥𝑖 是

偶对称的，以下用 |𝑥𝑖|代替。若给定四个值，假设其附近区间内 PE和时间的期望
相同。实际操作中，四个维度为别为

• (𝑟/𝑟LS)3，范围 [0,1]，共 300个区间。
• (𝑧/𝑟)，范围 [0,1]，共 600个区间。
• |𝑥𝑖|，范围 [0,10]，共 100个区间。
• 𝑦𝑖，范围 [-10,10]，共 200个区间。
为简化计算量，每给定一个 𝑟和 𝜃的索引，便筛选出符合条件的顶点-PMT对。

对于某个 (𝑟, 𝜃, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖)的区间内，以 𝑘作为顶点-PMT对的索引，观测到的 PE数为
𝑛𝑘，𝑘可按 PMT编号 𝑗 重新索引为 𝑘𝑗 或按照事例编号 𝑖重新索引为 𝑘𝑖。对应的能
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量为 𝐸𝑘𝑖、量子效率为 𝜂𝑘𝑗。为将量子效率与能量解耦合，假设
̄𝜆为1MeV下未经

PMT响应前击中 PMT的期望光子数。由泊松分布的叠加性可知

∑
𝑘

𝑛𝑘 = ∑
𝑘

𝐸𝑘𝑖𝜂𝑘𝑗
̄𝜆

⇒ ̄𝜆 =
∑𝑘 𝑛𝑘

∑𝑘 𝐸𝑘𝑖𝜂𝑘𝑗

.
（7.1）

实际 PE数可由 𝐸𝑘𝑖𝜂𝑘𝑗
̄𝜆计算。该直方图可以扩展到时间维度，形式为

̄𝜆(𝑡) =
∑𝑘 𝑛𝑘(𝑡)

∑𝑘 𝐸𝑘𝑖𝜂𝑘𝑗

. （7.2）

图7.11展示了部分修正结果。在中心处可以看到亮-暗-亮结构。随着半径增大，
节点使光路发生折射和反射效应增强，部分位置的光强增加而另一部分位置减少。

在 𝑦轴正半轴还可以看到支撑杆的遮挡。当进入全反射区域后，遮挡效应不再存
在，而泄露效应使中心的观测值要远超其他平均值，这个信息有助于提升全反射

区域的位置、能量分辨率。当靠近探测器边缘时，单个节点的影响范围从 ∼3m变
为 ∼8m。空白的部分表示没有该位置对应关系的顶点-PMT-节点组合。从已有信
息来看，这些近端的 PMT往往在重建中权重较大，体现了节点修正的必要性。最
后两个例子已经超出了有效体积范围，但对今后潜在的信号与 PMT本底偶然符合
的去除同样有重要作用。

图7.11中左侧中间图显示了节点的泄露效应。在除中心外的区域其接收的 PE
都较低，而中心由于泄露效应 PE通量大约是平均值的 5倍左右。由于泄露效应导
致光子直接到达 PMT的比例增加，中心处的时间分布将会与周围有显著区别。选
取中心的格点和中心向右平移 5的格点，记为有节点影响和无节点影响，其分布
如图7.12所示，验证了我们的猜想。
如果没有节点，该处顶点将会经过亚克力球壳中蓝色点的区域然后击中 PMT，

但此处为全反射区域，大部分光子需要吸收重发射后才能被 PMT接收。如果增加
节点后，部分 PE可以直接出射，因此极大的增加了 PMT快速接收到 PE的比例。
在右图中，可以看到有节点时时间分布是一个尖锐的峰，其形状接近于发光时间

谱，但无节点时 PMT的峰值显著降低。

7.3 多节点修正模型研究

上述方法假设了单一节点的影响。在顶点靠近探测器边界 (𝑟 >17m）的位置，
有可能出现多个节点同时影响单个 PMT的情况。以两个节点为例，其中每个节点
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图 7.11 典型位置的节点修正示意图。

图片标题中分别为顶点和 PMT位置计算出的 𝑟, 𝜃，图中每一个像素位置代表该 𝑟, 𝜃 下的
𝑥𝑖, 𝑦𝑖，颜色代表期望光子数。可直接使用所有 𝑟, 𝜃的结果作为四维插值函数用于重建。

遮挡或泄露了部分光线，可以引入 𝜃, 𝜙描述节点和 PMT之间的相对关系。如果采
用简单的加减法则使预测值丧失了非负约束，易受涨落影响。本工作采用平方修

正项保证非负，假设修正项为 𝑓(𝜃𝑛, 𝜙𝑛; 𝑟, 𝜃),则 PMT上 PE预测结果为

𝜆 =
[

𝑓(𝑟, 𝜃) + ∑
𝑖

𝑔(𝜃𝑛,𝑖, 𝜙𝑛,𝑖; 𝑟, 𝜃)
]

2

. （7.3）

由于 𝑓(𝑟, 𝜃) 的结构复杂，使用回归方法会依赖基底的选择。本工作直接对
𝑔(𝜃𝑛, 𝜙𝑛; 𝑟, 𝜃)的直方图拟合，将得到的结果用于插值。其中

• 𝜃𝑛: [0, 0.45], 100个区间
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(a)有无节点下光路从亚克力的出射点。
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(b)有无节点下的 Probe。

图 7.12 光子击中 PMT的光路。

图(a)为从顶点（红色五角）到 PMT（红色三角）的光路。从GEANT4中提取光子位置的每
一个 step，并记录了其经过亚克力外表面时候的位置。有无节点时分别对应橙色和蓝色的
点。蓝色的点对应亚克力球壳，橙色的点有一个明显的弧形，对应了节点的表面。图(b)选
定了有节点影响无节点影响的两个 PMT，其与顶点的相对位置关系即为图(a)所示，其击
中时间的分布显示两者有显著差别。

• 𝜙𝑛: [0, 0.3], 50个区间
除此之外 𝑓(𝑟, 𝜃)也作为拟合参数，其平方可近似认为是无节点时期望 PE数，因此
共拟合 5001个参数。实际操作中将所有 bin的期望值和观测值使用泊松回归写为
似然函数进行优化。初值选取 𝑓(𝑟, 𝜃)为无节点情况的平均值的平方根结果，所有
的修正初始均为 0。该泊松回归的海森矩阵半正定，可以通过二阶矩信息进行凸优
化加速。

实际上筛选出的 PMT事例数可能远小于参数个数，实际中修正区间大部分为
0，问题的本质是稀疏回归。LASSO是一种使用 1范数正则化使回归结果稀疏的方
法，目前大部分数值计算库都支持线性回归，但是对于广义线性回归模型还不够

成熟。考虑到本工作中使用的光产额较高，统计量较大，因此将泊松回归在预处理

时先近似为线性模型，LASSO中正则化的系数设置为平均值的 1/1000。在某个 bin
中，当符合条件的顶点-PMT-节点较多时，(𝑟, 𝜃, 𝜃𝑛, 𝜙𝑛)有足够的观测结果，可以减
少约60 %的参数。由于按照 𝜃 分 bin可使近端远端模型更准确，但在三维球空间
中会导致符合条件的顶点-PMT-节点事例数过少，统计量严重不足。除此之外，由
于参数空间内可能有多个节点，拟合无法判断出哪个节点起作用时似然函数更好，

并使得解严重依赖于涨落，导致稀疏回归无法返回正确的节点。事例在远端时，可

以通过解析计算预测的节点可以对参数空间进行进一步约束，从而提升优化结果。

图 7.14是 𝑟 ≈17m的高光产额事例。观测值已除以 PMT各异的探测效率。如
果使用球对称模型，PMT的预测值仅和 𝜃有关，但是单节点和多节点修正均一定
程度预测了离群值。在预测值/真值的直方图中，大部分 PMT的比值接近为 1，但
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图 7.13 典型位置的多节点修正示意图。

图片标题中分别为顶点和 PMT位置计算出的 𝑟, 𝜃，图中每一个像素位置代表该 𝑟, 𝜃 下的
𝜃𝑛, 𝜙𝑛，颜色代表期望光子数。可直接使用所有 𝑟, 𝜃的结果作为四维插值函数用于重建。

是少量 PMT的偏差可达 6倍左右。右图图例中的数字为该分布的不确定度。多节
点与单节点相当，两者均好于无修正结果，但多节点在该事例稍好一点。在实际

应用中，在部分位置的近端 𝜃 ≈ 0会由于过于稀疏出现较大误差。

(a)不同 𝜃下 PMT接收到的 PE数。

0 1 2 3 4 5
predict/truth

100

101

102

103

co
un

ts

Multi: 0.235
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No correction: 0.254

(b)预测 PE除以真值的分布。

图 7.14 单个事例的修正结果。

Multi代表多节点修正结果，Single代表单节点修正结果，No Correction代表使用球对称
模型得到的结果。(b)显示了预测 PE除以真值的分布，其中的数字为一倍标准差，该事例
中多节点修正效果更好。

由于全反射区域存在潜在的多个节点影响同一个 PMT的情况，单节点模型等
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价于多节点修正模型的零阶近似。多节点模型未来可以通过更准确的几何光学约

束参数空间，从而减少选定范围内无效节点过多的干扰。

7.4 基于非球对称修正的重建结果提升

目前对 Probe 有球对称假设下的函数基拟合模型、蒙卡模型以及单节点、多
节点修正模型。为检测其重建性能，本章分为单节点和多节点修正两种重建方

法。为排除顶点不确定度的影响，首先仅使用顶点真值仅进行能量重建，结果如

图7.15(a)所示，不加节点修正的能量分辨率为2.74 %，单节点和多节点分别为2.66 %
和2.67 %，故本章的重建结果使用单节点修正模型，其随顶点天顶角变化的重建效
果如图7.15(b)所示，极大的减小了能量非均匀性。
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(a)不同节点修正方法的能量分辨率。
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(b)单节点修正的能量重建结果。

图 7.15 使用节点修正方法下的能量重建。

单节点修正的 PE和仍使用球对称假设得到的时间信息组合，可以得到带有节
点修正的 Probe为 𝑅MC,node，可用于重建。联合重建需要给出三维的位置、起始时

刻以及能量五个参数。在具体的优化中，能量可直接无偏估计从而减少一个维度。

本研究中将位置约束在球壳内，并将时间限制在时间窗内 ([-1000, 1000])ns，使用
SLSQP算法 [100]进行带约束的优化。

在 JUNO探测器中，时间信息对顶点不确定度的贡献最大。虽然 4维修正可
以获得每个位置的非齐次泊松强度流，但当前的数据量无法保证 4维修正下时间
维度的统计量，因此时间信息仍采用二维的结果作为平均效应。具体操作为将非

齐次泊松强度流归一化获得时间维度的概率密度函数，然后乘修正的 PE后作为 4
维修正的泊松强度流。

使用 𝑅MC,node 重建的顶点几乎不会损失能量分辨率。以上算法由于复杂度有

区别，计算速度为二维修正最快，四维修正最慢，因此可以采用不同层次的算法以

适应快速重建和精确重建等不同阶段的需求。可以使用二维重建得到的顶点再独
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(a)能量重建结果。
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(c)位置重建结果。
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(d)位置重建结果。

图 7.16 使用 𝑅MC,node的顶点、能量重建结果。

立进行一次能量重建。

目前 JUNO使用的重建算法基于 J22版本，其考虑了节点平均效应的修正，本
文使用的版本简记为 J21。对于1MeV电子，J22版本探测器中心约有1 660 PE/MeV，
而 J21为1 470 PE/MeV。考虑到粒子类型差异导致的物理过程不同，我们选择不同
版本均在探测器中心模拟25000个事例，并计算其 PE数的标准差和均值，能量分
辨率按照标准差除以均值估计。本文使用 J21对1MeV 𝑒− 的能量分辨率为2.89 %，
而 J22对 0MeV 𝑒+ 为2.75 %。假设能量分辨率的差异在探测器各个位置相当，我
们以3 %为基准，则两版本的相对能量分辨率差异在5 %左右。本文对1MeV𝑒− 的

能量分辨率为2.66 %，JUNO目前给出对0MeV 𝑒+ 结果约为2.71 %，相差约为2 %。
𝑒−和 𝑒+的沉积能量比约为 1 ∶ 0.9，粗略估算此处可能有约7 %的能量分辨率提升
空间，该工作的确认正在进行中。

7.5 本章小结

本章是通过非球对称修正对基于球对称模型推广的具体实例，讨论了 JUNO
探测器中节点的影响。如果不采取修正，能量分辨率约损失3 %。
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视顶点为光源，基于菲涅尔定律，我们检查了节点对光路的影响主要包含“遮

挡”和“泄露”效应，计算结果与模拟吻合。为了确定受影响的 PMT，我们计算了
节点所成的像，建立起顶点-PMT-节点的相对位置关系，将 Probe扩展到四维，并
通过可视化模型证明与物理预期吻合，该模型为单节点修正。在此基础上，我们还

将单节点影响的假设推广到数学上更严谨的多节点，但受限于实际数据分布，重

建效果劣于单节点修正。单节点修正效果接近理论上限的 ∼3 %。
在不考虑 TTS，初始粒子为电子的情形下，考虑节点修正的 Probe在全反射区

域的位置重建不确定度接近1 cm。由于节点的存在，Probe对全反射区域的顶点位
置极其敏感。本文后续章节均使用𝑅MC,node的 Probe模型。得益于节点修正，第6章
中在全反射区域对多点源重建的效果有显著提升。

103



第 8章 对扩展到电子学过程的展望

第 8章 对扩展到电子学过程的展望

在 JUNO探测器中，PMT是最重要的光学器件。共有 17612个 20英尺的大
PMT [101]，包括 5000个滨松生产的打拿级 PMT和北方夜视生产的微通道板（MCP-
PMT），使得覆盖率达到 75%。另外还有 25600个 3英寸的 PMT，将覆盖率提升到
78%。三种 PMT最大的不同体现在电子学部分，基于探测器模拟的 Probe形式上
十分接近，大 PMT的 Probe模型可以共享。本章介绍未来如何应用于不同电子学
模型的 PMT。

8.1 PMT原理简述

PMT是用于将微弱的光子转化为电信号的光学器件，其通用的设计思路如下：
光子击中光阴极后，通过光电效应转化为 PE，该过程的概率与光阴极的材料有关，
称为量子效率。随后 PE在电场中加速，进入到电子倍增的结构，该过程也有一定
概率，称为收集效率。两者乘积为探测效率。这些结构可以将一个电子转化为多

个电子。通过多次放大后形成可观的电子数目，最终被阳极接收，通过负载输出

电压信号。

滨松生产的打拿级 PMT 的倍增部分由多个打拿级构成，其工作原理如图所
示。为了优化电场，PE在倍增前需要经过栅网，因此损失了一定的收集效率。北
方夜视生产的MCP-PMT称为微通道板 PMT，其放大的器件为一个圆盘状的玻璃
布满大量毛细玻璃管，表面涂有倍增材料。其工作原理如图所示。实际中使用两

块圆盘串联使性能更好 [102]。

与打拿级 PMT 相比，为了提升 PE 收集效率，最新工艺将 PMT 中的微通道
（MCP）上表面镀上电子反射层，使得原本被上壁吸收的 PE 激发反射层生成 2-5
个次级电子，称为MCP电子（MCP 𝑒−），如图 8.1(a)。其收集效率更高，由于通道
板的距离较小，因此其渡越时间更短，其弥散 (TTS)更小。但实际测量中存在单个
PE电荷分布的“长尾畸形”[103]。

该“长尾畸形”的可能原因为：圆盘中内壁和表面均可以倍增电子，当电子

未能直接打到毛细玻璃管中，有几率打到表面直接进行倍增，随后经过电场进入

玻璃管或者继续倍增，如图8.1(a)所示。当一个 PE反射的多个 MCP 𝑒− 都被收集，

PMT的会同时出现多倍单电子被放大的信号，给出几倍的电荷量。图8.1(b)用四高
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斯混合模型拟合了长尾电荷分布 [104]，拟合公式为

𝑓(𝑞) = ∑
𝑖

𝐴𝑖𝜑 (
𝑞 − 𝑖𝜇𝑞

√𝑖𝜎𝑞 )

∑
𝑖

𝐴𝑖 = 1.
（8.1）

描述，其中 𝜑(⋅)是标准正态分布的概率密度函数。
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(a) PE在 MCP上产生多个 MCP电子
的示意图。
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2A  0.61± 16.76 
    3A  0.490± 8.369 

4A  0.330± 6.521 

(b) MCP-PMT的电荷响应。

图 8.1 MCP-PMT的原理及其电荷响应。

(a)中蓝色点为 PE，绿色点为可能产生的多个MCP电子。(b)MCP-PMT的长尾电荷分布图
与式（8.1）的参数拟合结果，𝐴BG, 𝜇BG, 𝜎BG描述波形基线暗噪声积分产生的高斯项，𝐴𝑖, 𝜇, 𝜎
为混合高斯分布的参数。

本章对MCP-PMT的分析将基于该假设建立物理模型。

8.2 与小 PMT电子学的对接

小 PMT是打拿级 PMT，不输出波形，只输出波形积分的总电荷 𝑞𝑗 和第一个

PE的击中时间 𝑡𝑗，故需要改写当 PE数大于 1时形式需要改写 Probe为第一个击
中 PE的概率模型。考虑共 𝑛𝑗 个 PE，在 (−∞, 𝑡𝑗)内 PE数为 0，在 (𝑇𝑗 , 𝑡𝑗 + 𝛥𝑡)内
PE数为 1，以及在 (𝑡𝑗 + 𝛥𝑡, +∞)内 PE数为有 𝑛𝑗 − 1,用 Probe改写其概率为：
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𝑝(𝑛𝑗 , 𝑡𝑗) = exp
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−
𝑡𝑗

∫
−∞

𝑅(𝑡)d𝑡
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

× exp (−𝑅(𝑡𝑗)𝛥𝑡) 𝑅(𝑡𝑗)𝛥𝑡

×

exp
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−
+∞

∫
𝑡𝑗+𝛥𝑡

𝑅(𝑡)d𝑡
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

+∞

∫
𝑡𝑗

𝑅(𝑡)d𝑡
⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑛𝑗−1

(𝑛𝑗 − 1)!

=

exp
⎛
⎜
⎜
⎝
−

+∞

∫
−∞

𝑅(𝑡)d𝑡
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑅(𝑡𝑗)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

+∞

∫
𝑡𝑗

𝑅(𝑡)d𝑡
⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑛𝑗−1

(𝑛𝑗 − 1)! 𝛥𝑡.

（8.2）

对于某个事例,如果已知第 𝑗 个 PMT的第一个 PE时间 𝑡𝑗 和 PE数 𝑁𝑗，其对

数似然函数改写如下:

lnℒ ∝ ln∏
𝑗

𝑝(𝑛𝑗 , 𝑡𝑗)

= ∑
𝑗

⎧⎪
⎨
⎪⎩

−
+∞

∫
−∞

𝑅𝑗(𝑡; 𝑟𝑗 , 𝜃𝑗)d𝑡 + ln𝑅(𝑡𝑗 ; 𝑟𝑗 , 𝜃𝑗) + (𝑛𝑗 − 1) ln
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

+∞

∫
𝑡𝑗

𝑅(𝑡; 𝑟𝑗 , 𝜃𝑗)d𝑡
⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

（8.3）
以 𝑡𝑗 为下限的积分按如下方式求解：使用 numpy中多项式模块中的勒让德函

数类下的 legmul函数首先将两个勒让德函数的乘积用一个表示，然后用 legint函
数进行积分。

假设第 𝑗 个 SPMT的电荷 𝑞𝑗 和 PE数 𝑛𝑗 之间服从如下高斯分布:

𝑝(𝑞𝑗|𝑛𝑗) = 1
√2𝜋𝜎𝑛𝑗

exp
⎡⎢⎢⎣

1
2 (

𝑞𝑗 − 𝑄𝑛𝑗

𝜎𝑛𝑗 )

2⎤⎥⎥⎦
. （8.4）

则利用全概率公式，有

𝑝(𝑞𝑗 , 𝑡𝑗) = ∑𝑛𝑗

𝑝(𝑞𝑗|𝑛𝑗)𝑝(𝑛𝑗 , 𝑡𝑗). （8.5）

可以得到基于电荷和第一击中 PE 的极大似然方程。该式形如对数内求和形式复
杂，一般计算有限的 𝑛𝑗 就可以逼近结果。
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8.3 与大 PMT的电子学的对接

本文中的 Probe 基于所有 PE，因此要求波形重建的输入是时间序列向量 𝒘，
输出是时间序列 𝒛 ∶= {𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑁} ∈ 𝑇 𝑁，𝑁 为 PE数，𝑇 ⊆ ℝ。若为MCP-PMT，
则还需要返回每个时刻 PE的个数，即 {(𝑡1, 𝑒1), (𝑡2, 𝑒2), ⋯ , (𝑡𝑁 , 𝑒𝑁 )}。

8.3.1 打拿级 PMT波形重建

为了更好的表示顶点重建的性能，我们使用如下过程：设 PMT接收到的光强
曲线为 𝜇𝜙(𝑡 − 𝑡0)，通过 𝑡0和 𝜇来表征 𝒛的重建效果 [75]。

𝑝(𝒘|𝜇, 𝑡0) = ̃
∑𝒛𝑝(𝒘|𝒛)𝑝(𝒛|𝜇, 𝑡0)

= 𝑝(𝒘|∅)𝑝(∅|𝜇, 𝑡0) +
∞

∑
𝑁=1 ∫

𝒛∈𝑇 𝑁

𝑝(𝒘|𝒛)𝑝(𝒛|𝜇, 𝑡0)d𝒛.
（8.6）

问题转化为已知波形重建 𝑡0 和 𝜇并对隐变量 𝒛进行采样。采样基于MCMC方法，
以Markov链构造一组服从

𝑝(𝒛)d𝒛 ∝ 𝑝(𝒘|𝒛)𝑞(𝒛)d𝒛. （8.7）

分布的样本 𝑆 = (𝒔1, 𝒔2, ⋯ , 𝒔𝑀 )。其中 𝑞(𝒛)d𝒛是某个预先给定的分布，如其他波形
重建方法给出的结果。

获得一组采样 𝑆 的核心思路如下：设当前的状态为 𝑁𝑖 个 PE处于 𝒔𝑖 上，定

义产生、湮灭和移动三种操作各占 𝑄, 𝑄, 1 − 2𝑄的概率。在产生操作中，待选的状
态 𝑋 是 𝑁𝑖 → 𝑁𝑖 + 1和 𝒔𝑖 → 𝒔𝑖 ∪ (𝜏)。在湮灭操作中，动作恰好与产生操作相反，
以等概率 1/𝑁𝑖去掉 𝒔𝑖中的某个元素 𝑡𝑑。在移动操作中，保持 𝒔𝑖的长度不变，以等

概率选择一个 𝒔𝑖 中的元素 𝑡𝑑，加上一个位移 𝛥𝑡 ∼ 𝒩 (0, 1)。其概率计算较为复杂，
可见附录A.1节。

若一个操作被接受，新状态成为 𝒔𝑖+1，否则 𝒔𝑖+1 = 𝒔𝑖，这样就获得了一次采样

𝑆 = (𝒔1, 𝒔2, ⋯ , 𝒔𝑀 )。多次采样后，以带有后验概率的所有击中 PE时间序列采样输
入到本文关注的重建中。
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8.3.2 MCP-PMT波形重建

MCP将额外增加复制，减少两个操作，复制和减少代表MCP e-的数目加一或
减一。MCP PE数目的转化概率 𝑝(𝑒𝑖′ → 𝑒′

𝑖′)为

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑖′ → 𝑒′
𝑖′ 0(−PE) 1 2 3 4 5(+PE)

1 0.5 ↔ 0.5𝐴2
𝐴1

0.5 [1 − 𝐴2
𝐴1 ]

2 0.5 ↔ 0.5𝐴3
𝐴2

0.5 [1 − 𝐴3
𝐴2 ]

3 0.5 ↔ 0.5𝐴4
𝐴3

0.5 [1 − 𝐴4
𝐴3 ]

4 0.5 ↔ 0.5

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. （8.8）

其中 𝐴根据（8.1）得到。由于多高斯拟合的边界为 4，超过 4时视为新产生一个
PE，此时与打拿级 PMT的产生操作统一。该方法与传统的电荷积分法相比，单 PE
下估计的平均值可提升10 % [104]。

8.3.3 Probe与波形重建结果对接

如果将 Probe和以上波形重建对接，根据全概率公式，有

𝑝(𝑤|𝑥) = ∑𝑡𝑗𝑖 ,𝑛𝑗

𝑝(𝑤|𝑡𝑗𝑖 , 𝑛𝑗)𝑝(𝑡𝑗𝑖 , 𝑛𝑗|r). （8.9）

将探测器部分和电子学部分分开建模是合理的。最终合成后一切位置 PE、time
等信息可以作为隐变量不在出现。如果使用MCMC，整个流程中的概念都将成为
带有后验概率的分布。本文未考虑渡越时间弥散 TTS，未来关注于不同 PMT使用
各异的 TTS重建。
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第 9章 总结与展望

9.1 总结

为精确测量中微子的物理性质，液体闪烁体探测器可以满足下一代中微子探

测器对更大的体积和更高的能量分辨率的需求。本文旨在通过研究新的重建算法

提升液体闪烁体探测器中能量分辨率，可以应用于 JUNO或类似实验。主要工作
如下：

1. 根据电子事例的顶点特征建立了点源响应模型。为描述光子在探测介质中
传播的非齐次泊松过程，该模型对这个过程采用 Zernike和勒让德组合的多项式逼
近。为了提高逼近的准确性，我们输入基于立体角和飞行时间作为先验信息。当用

于训练的数据集较大时，可将数据集分成多个子集迭代求解。该逼近过程属于凸

优化问题，可以利用基于海森矩阵的置信域法加速，最终可使逼近效果接近上限。

以上优化方式可逼近任意尺寸的球形探测器中的点源响应模型。本文使用测试集

对不同阶数下的逼近方式给出评价，也基于蒙特卡洛方法指出复杂的光学过程会

使该逼近存在局限。为此，本文利用 GEANT4模拟了液体闪烁体以外以水为屏蔽
介质时的光学传播过程，研究了光子在全反射、多次反射等效应下的传播路径，指

出不同顶点位置时主要存在的光路。对不同路径光子的传播分别用多指数函数描

述，改进了光学传播过程的多项式逼近方法，实现了对优化流程的加速并提升模

型精度。通过研究不同光学过程对顶点重建简并的影响，给出了下一代探测器避

免出现重建简并的设计指标：探测器中距离任意顶点最近两个 PMT的期望光电子
比值不应大于 10。

2. 基于点源模型我们描述了多点源事例。中微子信号与任意本底混合包括了
暗噪声、堆积和正电子事例，光子传播仍是非齐次泊松过程。通过构造基于该模

型的似然函数，采用期望最大化算法以迭代形式重建了信号及其本底的能量和位

置，该流程并未引入额外的复杂度。为研究信号与不同本底的重建性能极限，本

文推导了不同时空距离下信号与本底的相关性，指出信号需与本底的余弦距离大

于 0.1才可分辨。该重建结果为理论上限：与时间窗法相比，我们发现在 JUNO中
该模型有助于剥离暗噪声对能量测量的贡献，由此相对提升了1 %的能量分辨率。
此外，对于堆积事例和正电子事例可借助该模型通过多点源的分辨能力提升0.5 %，
是首次仅使用电子响应模型在重建层面描述正电子响应模型。

3. 把该模型进一步用于处理 JUNO实验中内部支撑结构（节点）的影响，并
基于其几何特征对模型添加了非球对称修正。通过研究节点对光子传播过程中方
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向的改变，解释了基于球对称假设的点源响应对光电子数目预测的偏差。本文利

用菲涅尔定律预测了受节点影响的光子范围，计算了节点在光学过程中所成的像。

通过建立顶点-像-PMT的相对位置关系定量研究了不同关系下的光学过程，以修
正基于球对称假设的点源响应模型。修正后的模型可以精确预测节点影响下的 PE
数期望，用于重建可以提升3 %的能量分辨率。

9.2 展望

综上所述，本文可将 JUNO能量分辨率提升约2.5 %～3 %，可以减少 JUNO约
一年的采数时间。而第8章中精确的波形重建方法，尤其是对 MCP-PMT 的处理，
有望进一步提升3 %的能量分辨率，共计可减少 JUNO约两年采数时间。
本文从模拟数据出发建立了精确的点源响应模型，着重于探测器模拟，得益

于足够的统计量，本文研究了水-液闪探测器中复杂的光学传播过程、节点等结构
对光路的改变等。未来需要考虑在校准数据的应用，主要有以下挑战：

• 校准数据统计量远小于本工作中蒙卡 Probe的输入，如果继续在 𝑟, 𝜃, 𝑡维度
采用相同分区间的策略会使得大部分区间没有事例落入，使重建时受数值精

度影响严重。基于此本文提出了“三指数”函数的拟合方法，该方法对今后

的点源响应模型具有启发性。

• 校准数据的顶点难以在球探测器中均匀采样，顶点-PMT-节点的相对关系有
限，对考虑节点修正的 Probe建模提出巨大的挑战。

• 实际的校准源包含 𝑒+、激光等，本文提出的多点源重建方法可以从数学上将

不同点源统一，但由于顶点分辨率等内禀性质，对于 𝑒+ 沉积能量的空间尺

度（∼ 20 cm）难以区分，因此得到 𝑒−的点源响应模型充满挑战。

本文希望通过探测器模拟与波形分析直接对接，最终目标是从波形出发，利

用暗噪声甄别、多点源重建等技术，通过迭代直接得到探测器的点源响应函数。考

虑到蒙卡数据与真实数据的不同，可以利用模拟数据作为先验，仅使用修正项拟

合差异，有望满足实际数据的需求。修正项反应了蒙卡数据的偏差，有望反馈到

模拟中有助于其提升精度。

受波形重建算法启发，混合模型中的点源数目也可以按照产生、湮灭操作发

生变化，从而实现变点源个数的重建。该方法可以解决 𝑒+湮灭产物数量不固定的

困难，其自由度可根据赤池信息量准则 [105]作为约束。如果能够区分负电子和正电

子，将会进一步提升 IBD的本底筛选效率。如果未来能够在多点源重建中通过相
关性分析彻底剥离湮灭产物的影响而重建出正电子动能，能量分辨率将会显著提

升。
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A.1 波形重建方法

设 PMT接收到的光强曲线为 𝜇𝜙(𝑡 − 𝑡0)，光电子 (photoelectron, PE)数为 𝑁 ，
各光电子时间为 𝒛 ∶= (𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑁 ) ∈ 𝑇 𝑁，𝑇 ⊆ ℝ，波形𝒘是时间序列向量。那么，

𝑝(𝒘|𝑡0, 𝜇) = ̃
∑𝒛

𝑝(𝒘|𝒛)𝑝(𝒛|𝑡0, 𝜇)

= 𝑝(𝒘|∅)𝑝(∅|𝑡0, 𝜇) +
∞

∑
𝑁=1 ∫

𝒛∈𝑇 𝑁

𝑝(𝒘|𝒛)𝑝(𝒛|𝑡0, 𝜇)d𝒛.
（A.1）

其中的 ∑̃是一种不严格的跨维度的“加和”，d𝒛 = d𝑡1d𝑡2 ⋯ d𝑡𝑁。每一个 𝒛都是光
电子电荷的一种模型。我们无法穷尽 𝒛的所有可能。Schniter [106] 在 Fast Bayesian
Matching Pursuit (FBMP) 中取一个典型集 𝛺，包含大多数使 𝑝(𝒘|𝒛)𝑝(𝒛|𝑡0, 𝜇) 较大
的 𝒛，从而

𝑝(𝒘|𝑡0, 𝜇) ≈ ̃
∑
𝒛∈𝛺

𝑝(𝒘|𝒛)𝑝(𝒛|𝑡0, 𝜇). （A.2）

但是只要 𝛺不够完美，就会出现 𝜇估计的偏差。
在本文中，我们尝试使用Metropolis-Hastings方法，以Markov链构造一组服

从

𝑝(𝒛)d𝒛 ∝ 𝑝(𝒘|𝒛)𝑞(𝒛)d𝒛 （A.3）

分布的样本 𝑆 = (𝒔1, 𝒔2, ⋯ , 𝒔𝑀 )。其中 𝑞(𝒛)d𝒛是某个预先给定的分布，它可以是由
我们事先猜出的 𝜇0和 𝑡00给出的 𝑝(𝒛|𝜇0, 𝑡00)d𝒛。但为了防止 𝑝(𝒛|𝜇0, 𝑡00) = 0的值影
响 (A.4)式的计算，也可以取 𝑡0均匀的 𝑞(𝒛|𝜇0)d𝒛 = 𝑒−𝜇0𝜇𝑁

0
𝑁!

d𝒛
𝜆(𝑇 )𝑁，其中 𝜆(𝑇 )是 𝑇 的

测度。

𝑝(𝒘|𝑡0, 𝜇)可以由

𝑝(𝒘|𝑡0, 𝜇) = ̃
∑𝒛

𝑝(𝒘|𝒛)𝑞(𝒛)𝑝(𝒛|𝑡0, 𝜇)
𝑞(𝒛)

= 𝐶 E𝒛 [
𝑝(𝒛|𝑡0, 𝜇)

𝑞(𝒛) ]

≈ 𝐶 1
𝑀

𝑀

∑
𝑖=1

𝑝(𝒔𝑖|𝑡0, 𝜇)
𝑞(𝒔𝑖)

（A.4）
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估算。其中 𝐶 是一个与 𝜇和 𝑡0无关的常数。𝜇和 𝑡0的估计量为

( ̂𝑡0, ̂𝜇) = argmax
(𝑡0,𝜇)

𝑝(𝒘|𝑡0, 𝜇). （A.5）

下面我们讨论如何使用Metropolis-Hastings方法取得一组 𝒛的采样 𝑆。设当前
的状态为𝑁𝑖个 PE处于 𝒔𝑖上，定义“产生”、“湮灭”和“移动”三种操作，各占

𝑄, 𝑄, 1 − 2𝑄的概率。
在产生操作中，待选的状态𝑋是𝑁𝑖 → 𝑁𝑖 + 1和 𝒔𝑖 → 𝒔𝑖 ∪ (𝜏)。𝜏 是新产生 PE

的位置，服从 ℎ(𝑡)d𝑡的分布。以

min
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1,
𝑝(𝒔𝑖 ∪ (𝜏)) 1

𝑁𝑖+1
𝑝(𝒔𝑖)ℎ(𝜏)

⎫⎪
⎬
⎪⎭

（A.6）

的概率选择 𝑋。其中 𝑝(𝒔𝑖)由（A.3）式取为 𝑝(𝒘|𝒔𝑖)𝑝(𝒔𝑖|𝜇0, 𝑡00)。
在湮灭操作中，动作恰好与产生操作相反，以等概率 1/𝑁𝑖去掉 𝒔𝑖中的某个元

素 𝑡𝑑。以

min
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝑝(𝒔𝑖 ⧵ (𝑡𝑑))ℎ(𝑡𝑑)
𝑝(𝒔𝑖) 1

𝑁𝑖

⎫⎪
⎬
⎪⎭

（A.7）

概率接受该操作。

在移动操作中，保持 𝒔𝑖的长度不变，以等概率选择一个 𝒔𝑖中的元素 𝑡𝑑，加上

一个位移 𝛥𝑡 ∼ 𝒩 (0, 1)。以

min{1, 𝑝(𝒔𝑖 ⧵ (𝑡𝑑) ∪ (𝑡𝑑 + 𝛥𝑡))
𝑝(𝒔𝑖) } （A.8）

概率接受该操作。

若一个操作被接受，新状态成为 𝒔𝑖+1，否则 𝒔𝑖+1 = 𝒔𝑖。这样我们就获得了一个

可用于（A.4）式计算的Markov链 𝑆 = (𝒔1, 𝒔2, ⋯ , 𝒔𝑀 )。
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中微子探测器大都采用液体闪烁体探测器技术，而且为了屏蔽来自探测器外

部本底，在其外部会包裹一层较厚的液体屏蔽层。这种结构导致了中微子反应产

生的信号通过液体闪烁体、屏蔽层，然后达到光电倍增管阴极表面这一过程中，涉

及了较为复杂的光学过程，对反应事例的能量测量有直接的影响。论文针对这个

问题展开深入研究，根据中微子反应产生末态电子的事例特征，利用回归方法建

立了探测器的点源响应模型，给出了事例重建的一种新方法。论文还借助蒙特卡

洛方法，研究了水-液闪探测器内复杂的光学传播过程及其特点。这对于提高球形
中微子探测器的事例重建精度具有重要的意义。

论文主要工作涉及的算法研究比较多，尤其是同时研究信号与本底的效应，以

及探测器非对称结构的对均匀性的影响，等等。这些对于能量测量精度在百分之

几的情况下尤其重要。预期该论文的成果对于将液体闪烁体中微子探测器研究具

有很好的应用价值。

这些工作具有较好的创新性，我认为达到了清华大学博士论文的水平。
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